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Q Vorwort, 



Schon 1899, als die ersten Bände meiner „Samminng" 
von Lehrbüchern erschienen, versprach ich die Abfassong 
eines die „Niedere Analysis" behandelnden Bandes. Wenn 
sich die Bearbeitung dieses Bandes mn einige Jahre ver- 
zögert hat, so war insbesondere dreierlei daran schald, 
erstens die notwendig gewordene Abfassung einer den Umfang 
anf das Dreifache steigernden, zweiten Auflage meiner 
„Mathematischen Mufsestunden^^,*) zweitens das Verlangen 
nach einem Zusammenfassen meiner mathematischen Studien 
über den „Schlick'schen Mafsen - Ausgleich bei Schiffs- 
maschinen" in Buchform,**) drittens die Erweiterung des ur- 
sprünglichen Plans meiner Sammlung dahin, dafs dieselbe 
auch Lehrbücher für Studierende der Mathematik um- 
fassen sollte. 

Trotz dieser Verspätung kann ich vorläufig auch nur 
den ersten Teil meiner „Niederen Analysis" vorlegen, der die 
Kombinatorik und im Zusammenhang damit den binomischen 
und den polynomischen Lehrsatz, sowie die Wahr- 



*) Mathematische Mufsestanden. Eine Sammlung von Gedulds- 
spielen, Kunststücken und ünterhaltongsanfgaben mathematischer Natur 
von Prof. Dr. Hermann Schubert. Leipzig, G. J. Gö9chen'sche Verlags- 
handlung 1900. 3 Bände geb. ä M. 4.—. 

**) „Theorie des Schlick'schen Hafsen -Ausgleichs bei mehr- 
kurbeligen Dampfmaschinen'' von Prof. Dr. Hermann Schubert. Leipzig» 
G. J. Göschen'sche Yerlagshandlung 1901. M, 12.—. 



IV Vorwort. 

scheinlichkeitsrechnimg, die Eettenbrüche nnd die dio- 
phantischen Gleichungen behandelt; von letzteren sind die 
zweiten Grades soweit berücksichtigt, wie sie einer mehr 
elementaren Behandlung zugänglich sind. Zwar hat die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung schon Bobert Herz in einem 
besonderen Bande meiner „Sammlung^^ behandelt. Da jedoch 
Herr Herz die Ausgleichsrechnung mit behandelt und seine 
sehr eingehende Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
mehr fllr ein tieferes Eindringen als für eine erste Ein- 
führung zweckdienlich sein dürfte, so habe ich mich nicht 
gescheut, hier die elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung 
noch einmal zu behandeln, und zwar so, wie ich sie seit 
26 Jahren in der Oberprima eines Gymnasiums vorzutragen 
pflege. 

Unter dem Namen „Niedere Analysis", ursprünglich im 
Gegensatz zu der höheren Analysis, welche die Differential- 
rechnung und Integralrechnung*) umfafst oder gar voraus- 
setzt, pflegt man verschiedene Gebiete zusammenzufassen, 
welche auf höheren Lehranstalten nur teilweise, auf Uni- 
versitäten selten gelehrt werden. Bei einem Anblick dieser 
von der Niederen Analysis zusammengefafsten Gebiete zeigt 
sich jedoch leicht, dafs eine Zweiteilung der Niederen 
Analysis nicht allein äufserlich, sondern auch inhaltlich wohl- 
begründet ist. Dieser Zweiteilung entsprechend, spielt in 
dem vorliegenden ersten Teil das Verhältnis ganzer Zahlen, 
also die rationale Zahl, die Hauptrolle, während in dem 
zweiten Teile das Irrationale und im Zusammenhang damit 
die Veränderlichkeit die Hauptrolle spielen wird. 

Bei der Abfassung dieses ersten Teils habe ich vorzugs- 
weise die Primaner höherer Lehranstalten im Auge gehabt, 



*) Band X und XI meiner Sammlung, verfafst von Franz Meyer. 
Bis jetzt erschien nur der erste Teil, der die Differentialrechnung 
behandelt. 



Vorwort. V 

welche in die hier behandelten Gebiete sicher und schnell 
eingeführt werden wollen, während der, wie ich hoffe, im 
nächsten Jahre erscheinende zweite TeU anfserdem auch 
für solche bestinunt ist, die Mathematik studieren, ohne in 
allen Gebieten der Niederen Analysis schon auf der Schule 
unterrichtet zu sein. 

Hamburg, am 1. Juni 1902. 

Professor Dr. Hermann Schnbert. 
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Berichtigung. 

In der Überschrift zu § 16 mufs es „kleiner'' statt „gröfser" heifsen. 



I. Absohnitt. 

Kombinatorik. 



§ 1. Pemmtationen. 
I) n! = 1.2.3.4...iL 



Dinge permatieren heifst, sie in allen denk- 
baren Anordnungen zusammenstellen. Z.B.: 

schwarz-weifs-rot, schwarz-rot-weifs, 
weifs-schwarz-rot, weifs-rot-schwarz, 
rot-schwarz-weifs, rot-weifs-schwarz. 

Das Resultat jeder einzelnen Zusammenstellung heifst 
Komplex. Zunächst nehmen wir an, dafs die zu per- 
mutierenden Dinge von einander unterschieden werden 
können. Da aber die Fragen nach der Art der Zusammen- 
stellungen und nach ihrer Anzahl unabhängig davon sind, 
welche Dinge zusammengestellt werden, so wählen wir 
dafür die Buchstaben des kleinen lateinischen Alphabets: 
a, b, c, d, e, . . . Damit kein Komplex ausgelassen werde, ist 
es zweckmäfsig, die lexikographische Reihenfolge der 
Komplexe zu beobachten, wie die folgende Reihenfolge aller 
Komplexe zeigt, die durch Permutation der vier Buchstaben 
a, b, c, d entstehen : 



a b c d 


b a c d 


c a b d 


d a b c 


a b d c 


bade 


c a d b 


dach 


a c b d 


b c a d 


c b a d 


d b a c 


a c d b 


b c d a 


ebda 


d b c a 


a d b c 


b d a c 


c d a b 


d c a b 


a d c b 


b d c a 


c d b a 


d c b a 



Sohubeit, Niedere Analyiii. 



2 L Kombinatorik. 

Die Anzahl der durch Permatation von n Dingen ent- 
stehenden Komplexe heifse P(n). Dann ist P(2) = 2, weil 
a und b keine anderen Komplexe liefern, als a b nnd b a^ 
Hieraus folgt aber, dafs P (3) dreimal so grofs ist, als P ^2),. 
weil erstens auf a die zwei Komplexe der Buchstaben 
b und c folgen können, zweitens auf b die zwei Komplexe 
der Buchstaben a und c, drittens auf c die zwei Komplexe 
der Buchstaben a und b, so dafs 

P (3) = P (2) -f P (2) + P (2) = 8 . P (2) = 3 . 2 

ist. Ebenso ergiebt sich: 

P (4) = 4 . P (3) = 4 . 3 . 2 = 4 . 3 . 2 . 1, 

P (5) = 5 . P (4) = 5 . 4 . 3 . 2 — 5 . 4 . 3 . 2 . 1, 

P (n) = n . P (n — 1 ) = n (n — 1 ) (n — 2) . . . 3 . 2 . L 

Dies heifst aber in Worten: 

Die Anzahl aller durch Permutation von a 
Dingen entstehenden Komplexe ist gleich dem*. 
Produkte aller natürlichen Zahlen von 1 bis n. 

Das hier auftretende Produkt aller natürlichen Zahlen 
von 1 bis n kürzt man mit 

n!, 

gelesen: „n Fakultät'^, ab. Es ist z.B.: 

11 = 1; 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24; 5! = 120, 
61=720; 71 = 5040; 81 = 40320; 91 = 362880. 



Wenn die fünf Buchstaben a^, a^, ag, b, c zu permutieren 
sind, so erhält man zwar 5 1 = 120 Komplexe, aber je 
3 ! = 6 von ihnen unterscheiden sich auf keine andere 
Weise als durch Permutation der drei a angehängten Indices^ 
1, 2, 3. Wenn man also diese Indices ganz fortläfst, werden 
solche Komplexe ununterscheidbar. Hieraus geht hervor, 
dafs die Permutation von a^, a^, a,, b, c 3! mal soviel 
Komplexe liefert, als die Permutation von aaabc. Dem- 
nach entstehen durch Permutation von aaabc 



§ 1. Permntationen. 3 

^ = 20 
3! 

Komplexe. Wenn also allgemeiner n Dinge da sind, die zu 
permutieren sind, a von ihnen unnnterscheidbar sind, so 
entstellen durch Permutation nicht n!, sondern 

n! 
a! 

Komplexe. Wenn nun unter den n Dingen noch eine zweite 
Gruppe von ß Dingen sich befindet, die auch unter sich 
unnnterscheidbar sind, so werden unter den entstehenden 
Komplexen je ßl genau ttbereinstimmend, so dafs man die 
soeben gefundene Zahl noch durch ß\ zu dividieren hat, um 
die wirklich verschiedenen Komplexe allein zu erhalten. 
Wenn also, ganz allgemein, die n Dinge zerfallen in eine 
Gruppe von a unter sich gleichen, eine Gruppe von ß unter 
sich gleichen, u. s. w., so dafs n = a-\- ß -\-y-\- . , . ist, s o 
erhält man durchPermutation sovielKomplexe, 
wie die Zahl 

{cc + ß + y-\'ö..)l 

alßlyldl... 

angiebt. Diese Formel ist auch dann anwendbar, wenn 
etwa einer der griechischen Buchstaben den Wert 1 hat, 
d. h. eins der zu permutierenden Dinge nur einmal vor- 
kommt. Beispiele zu dieser Hauptformel sind: 

1) Die Buchstaben aaabbc ergeben 

3!2!1! ^^^ Komplexe. 

2) Die Buchstaben aaaabbb ergeben 

7? 

^ ' =35 Komplexe. 

3) Die Buchstaben aabbccdd ergeben 

^^^|l^ = 2520 Komplexe. 

Die bei aaabbc entstehenden 60 Komplexe lauten in 
lexikographischer Anordnung: 



1 







I. Kombinatorik. 










a a a 


b b c 


a 


b b e a a ' 


b 


a 


e 


a b a 


a a a 


beb 


a 


b e a a b 


b 


a 


e 


b a a 


a a a 


ebb 


a 


b e a b a 


b 


b 


a 


a a c 


a a b 


a b e 


a 


b e b a a 


b 


b 


a 


a e a 


a a b 


a e b 


a 


e a a b b 


b 


b 


a 


c a a 


a a b 


b a e 


a 


c a b a b 


b b 


e 


a a a 


a a b b c a 


a 


e a b b a 


b 


e 


a 


a a b 


a a b 


e a b 


a 


e b a a b 


b 


e 


a 


a b a 


a a b 


e b a 


a 


e b a b a 


b 


e 


a 


b a a 


a a c 


a b b 


a 


e b b a a 


b 


c 


b 


a a a 


a a c 


b a b 


b 


a a a b e 


e 


a 


a 


a b b 


a a c 


b b a 


b 


a a a e b 


e 


a 


a 


b a b 


a b a 


a b e 


b 


a a b a e 


e 


a 


a 


b b a 


a b a 


a e b 


b 


a a b e a 


c 


a 


b 


a a b 


a b a 


b a e 


b 


a a e a b 


e 


a 


b 


a b a 


a b a 


b e a 


b 


a a e b a 


e 


a 


b 


b a a 


a b a 


e a b 


b 


a b a a e 


e 


b 


a 


a a b 


a b a 


c b a 


b 


a b a e a 


c 


b 


a 


a b a 


a b b 


a a e 


b 


a b e a a 


e 


b 


a 


b a a 


a b b 


a c a 


b 


a e a a b 


e 


b b 


a a a 



Die oben entwiekelte allgemeine Formel dient auch 
dazu, zu bestimmen, der wievielte ein gegebener Komplex 
bei lexikographischer Anordnung ist. Wenn z. ß. bestimmt 
werden soll, der wievielte Komplex in dem obigen Beispiele 
b a c a b a ist, ttberlegt man, dafs erstens alle mit a an- 
fangenden Komplexe vorangehen, dafs zweitens zwar nicht 
alle mit b anfangenden Komplexe, wohl aber alle mit b a a 
und mit b a b anfangenden Komplexe vorangehen, und dafs 
drittens von den mit b a c anfangenden Komplexen nur der 
Komplex b a c a a b vorangeht. Nun giebt es aber soviel 
mit a anfangende Komplexe, wie die übrigen Buchstaben 

5! 
a a b b c sich permutieren lassen, also ^ ^ ^ ; ferner be- 

ginnen mit baa soviel Komplexe, wie es Komplexe giebt, 
die durch Permutation von a b c entstehen, mit b a b soviel, 
wie durch Permutation von aac entstehen. Hiernach ge- 
staltet sich die Berechnung ttbersichtlieh folgendermafsen: 



§ 1. Pennutationen. 

(»)=2TlrT!-^« 

(b a a) = 3 ! = 6 

(''*^)=2yr!=^ ^ 

(b a c a a) = 1 

(b a c a b a) = 1 



41 
b a c a b a ist also der 41 te lexikographische Komplex. 

Wie umgekehrt aus der Nummer des Komplexes bei 
lexikographischer Anordnung der Komplex selbst gefunden 
werden kann, zeigt folgendes Beispiel. 

Es soll der 2311 te lexikographische Komplex der Buch- 
staben e, h, i, 1, 1, m, w bestimmt werden. 

2311 
(e) = 360 



(h) 
(i)- 


1951 
360 

1591 
360 


(1) 


1231 

720 


(m) 


511 
360 


(we) — 


151 

60 


(Wh) 


91 
60 


(wie) 


31 
12 


(wih) — 


19 
12 


(w i 1 e) 

(w i 1 h e 1 m) 


7 
6 

1 
— 1 



Q I. Kombinatorik. 

Der 2311 te lexikographische Komplex ist also 
„Wilhelm".*) 

Ubungeu. 

1) Permutiere die Buchstaben-Grnppe a a b c d. 

2) Wie heifsen bei den Permatationen von a b c d e f 
die sämtlichen mit af beginnenden Komplexe in lexiko- 
graphischer Reihenfolge? 

3) Wieviel Komplexe giebt es bei 7 Dingen? 

4) Wie grofs ist P (n) : P (n — 3)? 

5) Wievielmal so grofs ist P(20) als P(19)? 

6) Permutiere die Buchstaben-Gruppe aaaabb. 

7) Wie heifsen bei den Permutationen von aabbbccc 
die sämtlichen mit a b c beginnenden Komplexe in lexiko- 
graphischer Reihenfolge? 

8) Wieviel sechsziflrige Zahlen enthalten jede der drei 
Ziflfem 1, 2, 3 je zweimal? 

9) Auf wievielfache Weise kann man drei weifse, vier 
schwarze und einen roten Stein gruppieren? 

10) Wieviel Komplexe entstehen durch Permutation der 
Buchstaben des Wortes „hottentotte" ? 

11) Der wievielte lexikographische Komplex ist „e sei"? 

12) Der wievielte lexikographische Komplex ist 
„a n a n a s" ? 

13) Wie heifst der 7157 te lexikographische Komplex 
der acht Buchstaben a, b, c, i, k, m, r, s ? 

14) Wie heifst der 167 te lexikograpische Komplex der 
acht Buchstaben aaentttt? 

15) Berechne logarithmisch die Zifier- Anzahl derjenigen 
Zahl, welche angiebt, wieviel verschiedene Rang-Ordnungen 
in einer Klasse von 30 Schülern möglich sind? 



*) Zwei Bnchstabenkomplexe, welche sich nur durch Permatation 
der in ihnen auftretenden Buchstaben von einander unterscheiden, und 
zugleich beide einen Sinn haben, nennt man ein Anagramm, 
z.B. ,amor^ und „roma", „heidelberg" und „geld herbei". 1804 
permutierte man in Paris „r6volation frangalse'^ in ^on corse vot6 la 
finira**, und 1814 dieses wieder in „la france veut son roii**, wo das 
Doppel-i für y steht. 



§ 2. Variationen. 

§ 2. Yaiiatioiien. 



I) Vp(n) = 



n! 



(n -P)!' 



II) v;(n) = n^ 

n Dinge zur p-ten Klasse ohne Wiederholung 
yariieren, heifst, je p anter den n Dingen auf 
alle mögliche Weise and in allen möglichen 
Anordnungen zusammenstellen, aber so, dafs 
in einem Komplexe kein Ding öfter als einmal 
vorkommen darf. Wie bei den Permutationen, ist es 
zweckmäfsig, die zu variierenden Dinge mit Buchstaben zu 
bezeichnen und die Reihenfolge der Komplexe lexiko- 
^aphisch zu gestalten, wie das folgende Beispiel zeigt, 
das in einer solchen Reihenfolge alle Komplexe zeigt, 
die durch Variation der fünf Buchstaben a, b, c, d, e zur 
dritten Klasse entstehen: 



a b c 
a b d 
a b e 
a c b 
a c d 
a c e 
a d b 
ade 
ade 
a e b 



a e c 


b d e 


c d a 


d b c 


e a d 


a e d 


b e a 


c d b 


d b e 


e b a 


b a c 


b e c 


c d e 


d c a 


e b c 


b a d 


b e d 


c e a 


d c b 


e b^ 


b a e 


c a b 


c e b 


d c e 


e c a 


b c a 


c a d 


c e d 


d e a 


e c b 


b c d 


c a e 


d a b 


d e b 


e c d 


b c e 


c b a 


d a c 


d e c 


e d a 


b d a 


c b d 


d a e 


e a b 


e d b 


b d c 


c b e 


d b a 


e a c 


e d c 



Die Anzahl der durch Variation von n Dingen zur 
p-ten Klasse entstehenden Komplexe bezeichnet man mit 
Vp (n). Um zunächst V, (n) durch n auszudrtlcken, beachte 
man, dafs auf das erste Ding a alle andern folgen können, 
nur nicht a selbst. Also fangen mit an — 1 Komplexe an. 
Auf b können alle andern Buchstaben folgen, nur nicht b 
selbst. Also fangen auch mit b n — 1 Komplexe an, u. s. w. 
Demnach erhalten wir für die Gesamtzahl aller Komplexe 
eine Summe von n Summanden, deren jeder n — 1 heifst 
Demgemäfs ist V, (n) = n (n — 1). Z. B.: V, (5) = 5 . 4 = 20. 
Um V^ (n) durch n auszudrücken, hat man zu beachten, dafs 
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mit a soviel Komplexe beginnen, wie es Komplexe ans dei^ 
übrigen Buchstaben, aufser a, zur zweiten Klasse giebt. 
Deshalb fangen mit a soviel Komplexe an, wie sich aus 
Vj (n) = n (n — 1) ergiebt, wenn man n — 1 statt n setzt, 
das ist aber (n — 1) (n — 2). Ebensoviel Komplexe mttssea 
mit b anfangen, u. s. w. Also ist V3 (n) gleich einer Summe 
von n Summanden, deren jeder (n — 1) (n — 2) heifst. Dem- 
gemäfs ergiebt sich Vg (n) = n (n — 1) (n — 2). Genau so 
kann man weiter schliefsen und erhält dadurch V^ (n} 
= n (n — 1) (n — 2) (n — 3). Hieraus ist aber das allgemeine 
Gesetz erkennbar, wonach Vp (n) gleich dem Produkte aller 
natürlichen Zahlen von n bis 1 ist, ausgenommen aber die 
ersten n — p Zahlen von 1 bis n — p. Wir können diese» 
Besultat so schreiben: 

Vp(n) = n(n-l)(n-2)(n-3)...(n~p + l), 

oder auch, mit Benutzung des in § 1 eingeführten Fakultät- 
zeichens : 

Vp(n)= °' 



(n-p)!- 
Z.B.: V^ (7) = 7. 6. 5. 4 = 840; Vi(9) = || = 9. 

O 1 

Man bemerke, dafs das Permutieren (§1) ein besonderer 
Fall des Variierens ist, der sich ergiebt, wenn man die 
Klassen-Zahl p gleich der Anzahl n der zu variierenden 
Dinge setzt. 



n Dinge zur p-ten Klasse mit Wiederholung 
yariieren, heifst, je p unter denn Dingen auf alle 
mögliche Weise und in allen möglichen An- 
ordnungen zusammenstellen, und zwar so, dafs 
in einem Komplex ein und dasselbe Ding be- 
liebig oft, also 1-bis p-mal, vorkommen darf. 
Die lexikographische Reihenfolge der Komplexe, die durch 
Variation der vier Buchstaben a, b, c, d zur dritten Klasse 
mit Wiederholung entstehen, lautet folgendermafsen : 



§ 2. Variationen. 



a a a 


a c a 


b a a 


b c a 


c a a 


e c a 


d a a 


d c a 


a a b 


a c b 


b ab 


beb 


c a b 


c e b 


d a b 


d c b 


a a c 


a c c 


b a c 


b c e 


c a c 


c e e 


d a e 


d c c 


a a d 


a c d 


b a d 


b c d 


c a d 


e c d 


d a d 


d c d 


a b a 


a d a 


b b a 


b d a 


c b a 


e d a 


d b a 


d d a 


a b b 


a db 


b b b 


b db 


ebb 


e d b 


d b b 


d d b 


a b c 


ade 


b b c 


b d c 


e b e 


e d c 


d b e 


d d c 


a b d 


a d d 


b b d 


b d d 


c b d 


e d d 


d b d 


d d d 



Die Anzahl der durch Variation von n Dingen zur 
p-ten Klasse mit Wiederholung entstehenden Komplexe be- 
zeichnet man mit Vp (n). Um zunächst Vj^ (n) zu bestimmen, 
beachte man, dafs auf a jeder der n Buchstaben, auch a 
selbst, folgen darf. Also ist die Anzahl der mit a be- 
ginnenden Komplexe gleich n. Dasselbe gilt für die mit b 

beginnenden Komplexe, u. s. w. Folglich ist VJ" (n) gleich 
einer Summe von n Summanden, von denen jeder n heifst, 

also gleich n*. Um V^(n) durch n auszudrücken, hat man 
zu beachten, dafs mit a soviel Komplexe beginnen, wie es 
Komplexe aus allen n Buchstaben zweiter EJasse giebt, also 
n^ Ebensoviel müssen mit b, mit c u. s. w. beginnen. Dem- 
nach ist VJ^ (n) gleich einer Summe von n Summanden, deren 
jeder n^ heifst, also gleich n*. In derselben Weise fort- 
fahrend, erkennt man, dafs allgemein 

ist. Z. B. : V? (4) = 4« = 64 ; VT (6) = 6* = 1296. 



Übungen. 

1) Variiere ohne Wiederholung zur vierten Klasse die 
Buchstaben a, b, c, d, e. 

2) Variiere ohne Wiederholung zur zweiten Klasse: 
AJjs, König, Dame, Bube. 

3) Wie grofs ist die Anzahl der durch Variation der 
vier Farben schwarz, weifs, rot, blau zur dritten Klasse 
ohne Wiederholung entstehenden Trikoloren? 

4) Wieviel dreiziffrige Zahlen giebt es, die nur die 
Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 und jede dieser Ziffern nur einmal 
enthalten ? 
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5) Variiere mit Wiederholang zur dritten Klasse die 
Zahlen 1, 2, 3. 

6) Wieviel Wtlrfe sind mit drei Würfeln möglich, wenn 
auch solche Würfe als verschieden gelten, die sich nur 
dadurch unterscheiden, dafs eine bestimmte Zahl bei dem 
ersten, zweiten oder dritten Würfel oben erscheint? 

7) Wieviel Komplexe fünfter Klasse entstehen durch 
Variation der Wörter „Punkt" und „Strich"? (Morse's 
Schreibtelegraph.) 

8) Jemand wirft mit vier Münzen, einem Zweimark-Stück, 
einem Einmark-Stück, einem Fünfzigpfennig-Stück und einem 
Zwanzigpfennig-Sttick. Wieviel Möglichkeiten giebt es für 
die vier Münzen in Rücksicht darauf, ob Schrift oder Adler 
nach oben fällt? 

9) Bei wieviel Dingen giebt es zur zweiten Klasse 72 
durch Variationen ohne Wiederholung entstehende Komplexe ? 

10) Zur wievielten Klasse mufs man vier Dinge mit 
Wiederholung variieren, damit 4096 Komplexe entstehen? 

11) Bei wieviel Dingen giebt es acht Drittel mal so viel 
Variationen dritter Klasse mit Wiederholung als dritter 
Klasse ohne Wiederholung? 



§ 3. Kombinationen. 

p!(n-p)! 

( n + p-l)! _ 
p!(n-l)! 



^^^^^^^ = p!(n-p)! = "^ 
n)K;(n)= (; + P-;V =(n + P-l)p 



n Dinge zur p-ten Klasse ohne Wiederholung 
kombinieren, heifst, je p unter den n Dingen auf 
alle mögliche Weise zusammenstellen, aber so, 
dafs nie zwei Komplexe erseheinen, die sich nur 
durch Fermutation unterscheiden, und dafs in 
einem Komplex jedes von den n Dingen immer nur 
einmal vorkommt. Hiernach kann, wenn die Dinge wieder 
durch Buchstaben bezeichnet werden, in jedem Komplex die 
alphabetische Reihenfolge genau festgehalten werden, so dafs 



§ 3. Eombinationen. 
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einem Bachstaben niemals ein Buchstabe folgt, der ihm 
im Alphabet vorangeht. Denn ein Komplex, in dem dies 
aufträte, würde durch Vertauschung dieser Buchstaben in 
einen Komplex übergehen, der bei lexikographischer An- 
ordnung der Komplexe voranstände. Also würde ein solcher 
Komplex sich von einem andern nur durch Permutation 
des auftretenden Buchstaben unterscheiden, was nach der 
Definition unstatthaft; ist. Die lexikographische Anordnung 
dier bei den sechs Buchstaben a, b, c, d, e, f durch Kom- 
bination vierter Klasse ohne Wiederholung auftretenden 
Komplexe lautet folgendermafsen: 



a b c 

a b c 

a b e 

a b d 

a b d 



d 
e 
f 
e 
f 



a b e f 

a c d e 

a c d f 

a c e f 

a d e f 



b 
b 
b 
b 
c 



c d e 
c df 
c e f 
d e f 
d e f 



Die Anzahl der durch Kombination von n Dingen zur 
p-ten Klasse ohne Wiederholung entstehenden Komplexe 
bezeichnet man mit Kp (n). Da nach der obigen Definition 
Variationen permutierte Kombinationen sind, so ist jeder 
Komplex, der bei den Kombinationen nur einmal zu rechnen 
ist, bei den Variationen so oft gerechnet, wie die Zahl der 
durch Permutation entstehenden Komplexe bei p Dingen 
angiebt. Dies ist aber p! Demnach ist: 



also 

Kp (n) = 

Z. B.: 



Kp(n) = Vp(n):p!, 

n (n — 1) (n — 2) . . . (n — p -j- 1) 
1.2.3....P 



n! 



p!(n-p)!- 



TT ,^N 5.4.Ö t f\ rr /ri\ b. 7. 0.5. 4 ^_ 

^« (^^ = 17273 = 1^ 5 K. (8) = j-2-3-^ = 56. 

Für diese in der Mathematik sehr häufig auftretenden 
Kombinationszahlen Kp (n) führen wir die abgekürzte Be- 
zeichnung 

Up 

(gelesen : „n tief p" oder „n über p" oder „n je p") ein. 
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I. Kombinatorik. 



Es ist also Dp eine Abkürzung für 

n (n — 1) (n — 2) . . . (n — p + 1) 
1.2.8....P 

Die Zahlen np sollen Eombinationszahlen heifsen, und 
zwar nennt man n die Basis, p den Index der Kombinations- 
zahl Up. [Eigenschaften dieser Zahlen folgen in § 4.] Bei- 
spielsweise haben die Eombinationszahlen der Basis zehn 
folgende Werte: 

10i=10; 102 = 45; 108= 120; 10^= 210; 10^= 252; 
10^=210; 10,= 120; 10g=45; 10^=10; 10,o=l. 



nDinge zur p-tenKlasse mit Wiederholung 
kombinieren, he if st, je p unter den nDingen auf 
alle mögliche Weise zusammenstellen und 
zwar so, dafs nie zwei Komplexe erscheinen, 
die sich nur durch Permutation unterscheiden, 
dafs aber in einem Komplex ein und dasselbe 
Ding beliebig oft, also 0- bis p-mal, erscheinen 
darf. In lexikographischer Reihenfolge lauten die Kom- 
plexe, die durch Kombination der fünf Buchstaben 
a, b, c, d, e zur dritten Klasse mit Wiederholung entstehen^ 
folgendermafsen : 



a a a 


a b d 


a e e 


b c e 


c d d 


a a b 


a b e 


b b b 


b d d 


c d e 


a a c 


a c c 


b b c 


b d e 


c e e 


a a d 


a c d 


b b d 


b e e 


d d d 


a a e 


a c e 


b b e 


c c c 


d d e 


a b b 


a d d 


b c c 


c c d 


d e e 


a b c 


ade 


b c d 


c c e 


e e e 



Wenn man in diesem Beispiel bei jedem Komplex den. 
ersten Buchstaben unverändert läfst, statt des zweiten den 
im Alphabet folgenden setzt und statt des dritten Buch- 
staben den im Alphabet nächstnächsten setzt, so kann in 
keinem Komplex ein und derselbe Buchstabe mehr als ein- 
mal auftreten, und man erhält also die sämtlichen Komplexe, 
die durch Kombination der Buchstaben a, b, c, d, e, f, g 
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znr dritten Klasse ohne Wiederholung entstehen, also 
(5+2)3 = Tg = 35 Komplexe. Da man jede Reihe von 
Komplexen mit Wiederholung auf solche Weise in eine 
Reihe von Komplexen ohne Wiederholung umwandeln kann, 
so läfst sich die Anzahl der durch Kombinationen mit 
Wiederholung entstehenden Kombinationen als eine Kom- 
binationszahl Up erkennen. Wenn nämlich Kp (n) die Anzahl 
der Komplexe bezeichnet, die bei n Dingen durch Kombination 
zur p-ten Klasse mit Wiederholung entstehen, so kann man 
allgemein: 

Kj(n) = Kp(n + p-l) = (n + p-l)p 

setzen, wie man durch Verallgemeinerung des oben er- 
wähnten Verfahrens der Buchstaben -Ersetzung erkennt. 
Z. B.: 

Kr(9) = 102 = 45; Kl (6) = 9^= 126; K^{4.) = %=8L 

Übungen. 

1) Kombiniere ohne Wiederholung die sieben Zahlen 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 zur dritten Klasse. 

2) Wieviel Komplexe entstehen durch Kombinieren von 
8 Dingen zu je 4 ohne Wiederholung? 

3) Wieviel gerade Verbindungslinien je zweier Punkte 
giebt es bei 12 Punkten? 

4) Wieviel Verbindungsebenen je dreier Punkte giebt 
es bei 12 Punkten im Räume? 

5) Auf wieviel Arten lassen sich 8 Karten so verteilen, 
dafs jede von zwei Personnen vier erhält? 

6) Auf wieviel Arten lassen sich 9 Karten so verteilen, 
dafs jede von drei Personen drei erhält ? 

7) Beim Skatspiel bekommt von 32 Karten jeder der 
drei Mitspieler 10 Karten, während 2 Karten beiseite gelegt 
werden. Wieviel Verteilungsarten giebt es? 

8) Beim Whistspiel bekommt von 52 Karten jeder 
der vier Mitspieler 13 Karten. Wieviel Verteilungsarten 
giebt es? 
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9) Wenn p eine Eombinationszahl mit dem Index zwei 
ist, so mufs 8 p -^ 1 eine Qaadratzahl sein. Warum ? 

10) Berechne: 12^.8^.4^. 



11) Kombiniere mit Wiederholung zur vierten Klasse 
die Buchstaben a und b. 

12) Kombiniere mit Wiederholung zur dritten Klasse 
die vier Zahlen 1, 2, 3, 4. 

13) Wie grofs ist die Anzahl der durch Kombination 
von 7 Dingen zur vierten Klasse mit Wiederholung ent- 
stehenden Komplexe? 

14) Die Buchstaben a, b, c, d, e sind zur 7-ten Klasse 
mit Wiederholung lexikographisch zu kombinieren. Wieviel 
Komplexe beginnen mit abc? 

15) Wieviel in vier gleiche oder verschiedene Prim- 
faktoren zerlegbare Zahlen lassen sich aus den Primzahlen 
2, 3, 5, 7, 11 zusammensetzen? 

16) Bei wieviel Dingen giebt es 2^5 mal soviel Kom- 
plexe, wenn zur dritten Klasse mit Wiederholung kombiniert 
wird, als wenn zur dritten Klasse ohne Wiederholung kom- 
biniert wird? 

17) Wenn man bei dem obigen Beispiel ftlr Kom- 
binationen mit Wiederholung zu jedem Komplex der Reihe 
nach hinschreibt, wie oft darin a, wie oft b u. s. w. bis 
wie oft e vorkommt, so erhält man alle möglichen Zer- 
legungen der Zahl 3 in fünf Summanden, die auch Null 
sein können. Es giebt also (5 + 3 — 1\ Arten der Zer- 
legung der Zahl 3 in fünf Summanden. Beweise, dafs 
allgemein die Tiefeahl (s -|- z — 1). ausdrückt, auf wieviel- 
fache Weise die Zahl s als Summe von z Summanden dar- 
gestellt werden kann, die auch Null sein können. 

18) Wieviel Zahlen mit höchstens vier Ziffern giebt es, 
welche die Quersumme 7 haben? (Nr. 17.) 

19) Welche Kombinationszahl giebt an, auf wievielfache 
Weise sich b Dinge in c Fächer stellen lassen, wenn an- 
genommen wird, dafs jedes Fach auch leer bleiben darf? 
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§ 4. Eigenschaften der Eombinationszahlen. 

I) np = nn_p; 

II) np + np4.i = (n+l)p4.i; 

ni) ii,„ -f (m + 1), + (m + 2)« + . . . + (m + p)„ 
= (ni + p + l)m + i; 

IV) 1 + 2 + 3 + .. . + q = -^^^^t^; 
V) P+2^+3^+...+q^==q^q + yq + ^); 

• VI) 1«+ 2»+ 3«+ . . . + q8= q'(q+^)' ; 

VII) (a + b)p = ap + ap-.i.bi + ap-2.b2 + ... + bp; 

Vni) ao+a, + a, + ... + ab = (a— l)b + 2^(a-2)b-i 
+ 2«(a — 3)l,_2 + ...2^ 

Die Formel I) folgt daraus, dafs, nach der Definitions- 
formel der EombinationszahleD, 

erstens np = — y~ — - — — , 

p!(n — p)!' 

n ! n ! 

zweitens nn-p = - r-r-. \ — rr = 7 rr—f 

(n — p)!(n — n + p)! (n — p)!p! 

ist. Da die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen 
identisch sind, müssen es anch die linken sein. Z. B.: 

85=83; 10,= 103; 20ig= 20^=190. 

Die Formel II) wird bewiesen, indem man die beiden 
folgenden, aus der Definition der Eombinationszahlen hervor- 
gehenden Gleichungen addiert: 

_ n! 

%-p!(n_p)! 

und 

n\ 

%+!-- (p + l)!(n-p-l)!- 

Um auf gleichen Nenner zu kommen, hat man den Bruch 
auf der rechten Seite der ersten Gleichung mit p + 1 und 



^ 
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den Brach aaf der rechten Seite der zweiten Gleichung mit 
n — p zu erweitern. Dadurch erhält man den gemeinsamen 
Nenner (p -j- 1) ' (J^ — p) ! > während die Addition der Zähler 
ergiebt : 

n!(p + l) + n!(n-p) 

= n![p + l+n — p] = n!(n + l) = (n + l)!. 

Deshalb erhält man: 

^"*" ^ + '~(p + l)!(n-p)r 

Die rechte Seite ist aber, der Definition gemäfs,* die 
Kombinationszahl (n -[- l)p_|.i, womit die Formel II) bewiesen 
ist. Z.B.: 

73+74=84; 92 + 98=10«; 20,+ 20,= 21,. 

Um die Formel III) zn beweisen, wendet man die 
Formel II) wiederholt an. Von den folgenden p + 1 Gleichungen 
ist die erste richtig, weil ihre beiden Seiten den Wert 1 
haben; die darauffolgenden Gleichungen aber sind nach 
Formel 11) richtig: 

nin» = (m + l)m-f 1 
(m -f 1)„ + (m + l)m + i = (m + 2)m-f 1 
(m + 2)„ + (m + 2)„» + i = (m + 3)„ + i 

(m + p)„ + (m + p)m + i = (m + p + l)m + i. 

Bei der Addition dieser p + 1 Gleichungen hebt sich 
immer der zweite Summand der linken Seite einer Gleichung 
mit der rechten Seite der vorangehenden Gleichung, so dafs 
links die Summe aller Kombinationszahlen entsteht, deren 
Index m ist, und deren Basen die aufeinander folgenden 
natürlichen Zahlen von m bis m -[- p sind, während auf der 
rechten Seite einzig und allein die letzte Eombinationszahl 
(m-|-p -|- l)in4.i stehen bleibt. Wir erhalten also 

mxn + (m + 1)„ + (m + 2)a + . . . + (m + p)„ 

= (m + p + l)m + i, 
womit Formel III) bewiesen ist. Z. B.: 
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1) 3, + 4g + 5, 4- 6, + 7, = 8„ denn: 

1 + 4+10 + 20 + 35=70. 

2) 5, + 6, + 7, + 85 = 9„ denn: 

1+6 +21+56 = 84. 

Die Formel IV erhält man ans III, wenn man m = 1 
«etzt, nnd beachtet, dafs t^ =: t ist. Man erhält so : 

i + 2 + 3 + 4 + >>- + q=(q + i).= ^^^ + ^^ 

z.B.: 

I + 2 + 3 + 4+...4- 100= 101^=^55-^11^ 



Wenn man die aufeinander folgenden natürlichen Zahlen 
Ton 1 an durch Punkte darstellt, die in parallelen Zeilen 
istehen und in ihrer Gesamtheit ein gleichseitiges Dreieck 
bilden, so ist nach dem Obigen die Gesamtzahl aller Funkte 
«ine Eombinationszahl mit dem Index 2. So verdeutlicht 
<lie folgende Figur, dafs 1 -f 2 + 3 + 4 + 5 = 6, = 15 ist: 



Wegen dieser Eigenschaft nennt man die Eombinations- 
"zahlen mit dem Index 2 auch Dreieckszahlen. 

Wenn man sich statt der Punkte gleiche Kugeln denkt, die 
die unterste Schicht eines Eugelhaufens bilden, und auf diese 
Kugelschicht eine zweite gelegt, die wiederum die Form 
«ines gleichseitigen Dreiecks hat, aber in jeder Seite eine 
Kugel weniger aufiveist, dann auf diese zweite Schicht in 
derselben Weise eine dritte Schicht gelegt, und so fort- 
gefahren, bis in der obersten Schicht nur eine einzige Kugel 
zu liegen kommt, so erhält man nach Formel III die Ge- 
samtzahl aUer Kugeln als eine Kombinationszahl mit dem 
Index 3. Wenn nämlich in jeder Kante des entstehenden 
Tetraeders a Kugeln liegen, so sind in der untersten Schicht, 

Sehnbert, Kiedere Analytii. 2 
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wie oben gezeigt ist, (a -f- l)« Kugeln, in der näohstfolgendei» 
Schicht ako a,, in der dritten von nnten (a — 1), und so 
fort bis znr obersten Schicht, in der nur 2„ also eine Kugel 
liegt. Nach Formel III ist aber: 

2, + 3, + 4. + 5, + ...(a+l).=(a + 2V 

Man. nennt deshalb die Kombinationszahlen mit dem 
Index 3 auch Tetraedralzahlen. Wenn z. B. bei einem 
solchen Kugeltetraeder in jeder Kante sechs Kugeln liegen,, 
so ist 

(6 + 2)3 = 83=44^ = 56 
die Gesamtzahl aller Kugeln. (Vgl. § 7, IV.) 



Um die Formel V zu beweisen, gehen wir aus von 
^ _ P(P — 1) _ 1 ,^8 ^x 

woraus folgt: 

p« = 2p8+p = 2p3-f p,. 

In diese Formel setzen wir nacheinander p gleich 
2, 3, 4, 5, u. s. w. bis q ein, wodurch wir q — 1 Gleichungen 
erhalten, der wir als q-te die Identität 1* = Ij voraussetzen,, 
so dafs wir die folgenden q Gleichungen erhalten: 



1' ll 

2« — 2 .2, H 
3» — 2 .3,H 

4« — 2 .4j-| 


h2i 
-3, 


q« 2.q,H 


1 . • 



Durch Addition dieser q Gleichungen erhält man, dafs; 
die Summe aller Quadratzahlen von 1^ bis q^ gleich der 
folgenden Summe ist: 

.. 2(2, + 33 + 4, + ...q,) + (l, + 2, + 3,+...q,). 

Die erste Klammer ergiebt aber nach Formel III 
(q -|- 1)3 und die zweite ergiebt (q -f- !)«• Wir erhalten also:; 
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l« + 2« + 3' + ...q« = 2.(q + l), + (q + l'). 
_ 2(q + l).q.(q-l) , (q + l)-q 

= a(i±l) [2 q - 2 + 3] = 5(aiM2q±i), 

womit die Formel V bewiesen ist Z. B. : 

1) l« + 2« + 3«+... + 10«=^^^^^ = 5. 11. 7 = 385, 



2) 



l« + 2« + 3« + ... + 100« = 



100 . 101 . 201 



= 50 . 101 . 67 = 338350. 



In ähnlicher Weise kann man Formel VI beweisen. Man 
geht aus von: 

__ p(p-l)(p-2) 

6 



P« = 



woraas folgt: 
oder: 



6p« = p"-3p« + 2p 
P' = 6p8 + 3p«-2p. 



Fttr p' wurde aber oben erhalten: 2 p, -|-Pi. Setzt 
man dies ein, so erhält man: 



oder: 



P'=6p8+6p, + 3p,-2p, 



P' = 6p, + 6p,+pi. 

In diese Formel setzen wir nacheinander p = 3, 4,5, 6, 
u. 8. w. bis q ein, wodurch wir q — 2 Gleichungen, denen 
wir die beiden Identitäten l* = lt und 2« = 6.2, + 2i 
Yoransohicken, so dafs wir die folgenden q Gleichungen 
erhalten : 

!•= 1 

2»= 6.22 + 2^, 

3* = 6 . 33 + 6 . 3j + 3i, 

4»=6.45+6.4, + 4i, 



q"=6.q3 + 6.qa+qi. 



2* 
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Durch Addition dieser q Gleichungen erhält man links 
die Summe aller Enbikzahlen yon 1* bis q', rechts aber 
die Samme: 

6(q+l), + 6(q+l),+(q + l), 

_ 6(q+l)q(q-l)(q-2) 6(q + l)q(q-l) (q+l)q 
~ 24 "^ 6 "^ 2 

_ (q+l)q(q'-3q+2) , (q+l)q(4q-4) , (q + l)q.2 
i + i \- 4 

womit die Formel VI bewiesen ist Z. B. : 

1« _L 2« + 3« + 4» + 5« + 6» = ^4^* = 441. 

Man bemerke, dafs die Samme aller Enbikzahlen von 
1* bis q' das Quadrat der Summe 1 bis q ihrer Basen ist, 
oder, was dasselbe ist: 

18^2» + 3» + ... + q» = (l + 2 + 3 + ...q)*. 

In derselben Weise, wie oben die Summe der Quadrate 
und die Summe der Kuben der aufeinander folgenden natür- 
lichen Zahlen in ihrer Abhängigkeit yon der Basis q der 
höchsten Potenz, gefunden wurde, kann man auch die 
Summe der vierten Potenzen von 1^ bis q^ und die Summe 
noch höherer Potenzen durch die Basis q der höchsten Potenz 
ausdrtlcken. 



Durch die Formel m dieses Paragraphen kann man auch 
sehr leicht die Formel II des § 3 beweisen, d. h. die Anzahl der 
durch Kombination von n Dingen zu je p mit Wiederholung 
entstehenden Komplexe ableiten. Wenn nämlich a,b,c,d,... 
u. s. w. die n Dinge sind, und p zunächst 2 ist, so können 
auf a alle n Buchstaben folgen, a selbst nicht ausgeschlossen. 
Auf b können folgen alle Buchstaben, nur nicht a, auf c 
alle Buchstaben, nur nicht a und b. Also erhalten wir für 
die gesuchte Zahl die Summe: 



d. h.: 
also: 
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n + (ii-l) + (n-2) + ... + l, 

n,+(n-l),+(n-2), + ... + l„ 

Kr (n) == (n + 1), oder=^^±i\ 

Wenn femer p = 3 ist, so fangen soviel Komplexe mit a 
an, wie sich alle n Bnohstaben znr zweiten Klasse mit 
Wiederholung kombinieren lassen, also, wie soeben gezeigt 
ist, (n-j- 1)^. Mit b fangen so viele Komplexe an, wie sieh 
alle Bnehstaben, anfser a, mit Wiederholung kombinieren 
lassen, u. s. w. Demnach ist : 

Kr(ii) = (n + l),+n,+(n-l), + ...2,=(ii + 2)g 

_ n(n + l)(n + 2) 
1.2.3 

In derselben Weise erhalten wir fUr p = 4 die Summe: 

(n + 2)3+(n + l)g+n, + (n-l)3 + ... + 3„ 

und, da diese Summe nach Formel m gleich (n -\- B\ ist, 
so ergiebt sich: 

KT (■.) = („ + 3), =!^(a+«i|±ÄE±ä), 

also allgemein: 

Kp(n) = (n + p-l)p= 1.2.3...P 



Nach der Definition der Kombinationszahlen hat np nur 
Sinn, wenn p eine positive ganze Zahl ist, die nicht grölser 
ist als die positive ganze Zahl n. Die oben abgeleitete 
Formel 11 ermöglicht es jedoch, dem Zeichen 



% 



auch dann Sinn zu erteilen, wenn p^n ist. Aus n folgt 
nämlich für p = n, dafs man, wenn man mit Un 4. 1 rechnen 
will, wie mit gewöhnlichen Kombinationszahlen, n^ 4. 1 gleich 
Null zu setzen hat. Denn es kommt: 

Un^. 1 = (n -(- l)n + 1 — n. = 1 — 1 = 0. 
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Hiernach ist auch (n -j- !)„ 4. ^ = 0, (n + 2)n + s = 
a. 8. w. Setzt man nun weiter in n p = n -f- 1, so erhält man: 

n«4.2 = (n + l)n + 3 — nn + i = — = 0. 

So kann man weiter schliefsen, nnd erkennen, dals 
anch nn -I- 8 = ist n. s. w. Das Zeichen 

% 
ist also immer gleich Nnll zu setzen, wenn p [> n ist. Z. B. : 

^5 = 0, 9i2 = 0, l8 = 0. 

Durch Formel I lälst sich dann auch erkennen, was 
man unter Up zu verstehen hat, wenn p null oder negativ 
ist. Denn für p = folgt aus I: 

Ho = Ub = 1. 

Wenn man ferner p = — q setzt, erhält man : 

n-q = nn^_q, 

und für Un^-q ist, wie soeben erkannt ist. Null zu setzen. 
Also mufs man auch für Up Null setzen, sobald p negativ 
ist, wenn man mit solchen Zeichen rechnen zu können 
wünscht, wie mit gewöhnlichen Eombinationszahlen. Z. B. : 

8_i = 0, 10-4 = 0, 5_6 = 0. 

Die eben bewerkstelligte Ausdehnung des Begriffs von 
Up auf p = und auf negative p führt uns auch zu einer 
Ausdehnung von n ! auf n = und negative n. Denn es ist 
nach der Definitionsfbrmel der Eombinationszahlen: 

n! 
n„ = 



'^- p!(n-p)!- 
Setzt man hier nun p = n, so erhält man : 

1= "' ' 



n!0! 0!' 

Also ist 0! gleich 1 za setzen. Setzt man femer p 
gleich der negativen Zahl — t, so erhält man: 

n! 



= 



(-T)!(n + v)!- 
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Da n I und (n -f- r) ! von Nnll verschieden sind, so folgt 
Merans, dals 

(— v)! 
zu setzen ist 



Wenn man (a + b) Dinge, von denen a von der Art A, 
b von der Art B sind, znr p-ten Klasse kombinieren soll, so 
kann man erst p Dinge von der Art A, zweitens p — 1 Dinge 
von der Art A mit einem von der Art B zusammenstellen, 
«drittens dann p — 2 Dinge von der Art A mit zweien von 
•der Art B n. s. w., bis schliefslich p Dinge von der Art B 
Zusammengestellt sind. Hiemach mnfs die Formel Vn der 
Überschrift richtig sein, nämlich: 

<a -f- b)p = ap 4" ap-i . \ +ap_2 . b^ + ap-8 • bg -|-. . . + bp. 
Z B • 

"(4 + 5)« = 43 +4,. 5, +4,. 5, +5« 
= 4 + 6 . 5 + 4 . 10 + 10 = 84. 

Die oben bewerkstelligte Ansdehnang des Zeichens np 
^nf die Fälle, wo p nicht kleiner als n ist, läfst die Richtig- 
keit der Formel YII anch in dem Falle erkennen, wo a oder 
b kleiner als p sind. Z. B. : 

(4 + 5), =4,. 5o +4.. 5, + 4,. 5, + 4,. 53 

+ ^3 . 5^ + 4, . 5^ + 4i . 5j + 4o . 5, 

== + +0 + 1 . 10 
+ 4.5 + 6.1 + + 

= 36. 

Es ist also (a + b)p gleich der Snmme aller möglichen 
Produkte von der Form ai.ap-i, wo fttr i nach einander 
die Zahlen von bis p zu setzen sind. Wegen der Aos^ 
dehnnng von np auf negative p darf man auch für i jede 
Reihe von aufeinander folgenden ganzen Zahlen setzen, deren 
kleinste kleiner als Null, und deren gröfste grOfser als p 
ist. Z. B. : 

(3 + 7), = 3.i.7e + 3o.75+3,.7, + 3,.73 

-}- 3« • 7, -|- 3^ . ?! -)- 85 . 7j -|- 3, . 7_i -j- 3, . 7_2 

= + 1 . 21 + 3 . 85 + 3 . 35 
+ 1.21 + + + + 

= 252. 
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Eine neue BeziehuDg zwischen BinomialkoeflBzienten,. 
Ton der wir in § 9 Gebrauch machen werden, ist die folgendet 

»0+ »1+ a^+ «8 +• • • + »k 
=(a-l)b+2Xa-2)b«i + 2«(a^3)b-,+ . . . + 2i>(a-b-l)^. 

Um diese Relation zu beweisen, bezeichnen wir die- 
Summe 

»o+Äi+a^ + '-' + ab 
mit f (a, b), und zerlegen jedes Glied dieser Summe nach 
Formel 11 in zwei Summanden. So erhalten wir: 

f(a,b) = [(a-l)b +(a-l)b-i+... + (a-l)o] 

+ [(a-lH-i + (a-l)b-2 + ... + (a-l)o]. 

Die zweite eckige Klammer ist nun gleich f (a — l,b — 1) 
zu setzen und die erste eckige Klammer enthält die Summe 
von (a — l)b und von f (a — 1, b — 1). Also gilt allgemein r 

f (a, b) = (a — l)b + 2 . f (a — 1 , b — 1). 

Vermittelst dieser Beziehung erhalten wir das folgende 
System von Rekursions-Gleichungen : 

f(a,b) =(a — l)b +2 .f(a— l,b — 1) 

2.f(a— l,b — l) = 2Ha — 2)b-i+2«.f(a — 2,b — 2> 
2«.f(a — 2,b — 2) = 2«(a— 3)b-2-f2'.f(a — 3,b — 3) 

2*-if (a — b + 1, 1) = 2^-1 (a— b), + 2^ f (a — b, 0) 
2bf(a_b,0) =2^a — b — l)o +0 

Summiert man diese b -|- 1 Gleichungen, so hebt sieb 
immer der zweite Summand rechts gegen die linke Seite 
der folgenden Gleichung, so dafs nach der Summierung 
links blols f (a, b) herauskommt, und rechts die rechte Seite 
der zu beweisenden Formel. Hierdurch ist also bewiesen,, 
dafs die folgende Relation richtig ist: 

»0 + »1 + a, + . . . + ab 

=(a~l)b+2^(a-2)b-i+2«(a— 3)b-8+...2Ha— b-lV 
Beispiele : 

1) 5o + 5, + 5, + 53 = 26, 

ebenso 

43 + 2^3, + 2«.2, + 2M, = 26; 

2) 9o + 9, + 9. + 93+9, + 9, = 382, 
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ebenso 

8. +2^ 7, + 2» . 6, + 2» . 5, + 2*.4, + 2, . 3, 
= 56 + 2 . 35 4- 4 . 20 + 8 . 10 + 16 .4 4- 32 . 1 
= 56 + 70 + 80 + 80 + 64 + 32 
= 382. 

Übungen zn § 4: 

1) Beweise, dals die auf Seite 77 ron Bandl dieser Samm- 
lung zusammengestellten Koeffizienten der Entwickelung von 
(a + b)', von (a + b)* und überhaupt von (a + b)» dem 
durch Formel I ausgesprochenen Gesetze der Eombinations- 
zahlen gehorchen. 

Welche Eombinationszahl ist gleich: 

2) 78 + 7,; 3) 9, + 9. ; 4) 11, + 11, ; 5) 99, + 99,? 

Drttcke die folgenden Summen durch Eom- 
binationszahlen aus: 

6) 4, + 5, + 6, + 7,; 7)88 + 98 + 10g + ll, + 12,; 

8) 10. + 9» + 8. + 7. + 6. + 5.; 

9) (a — 4)._4 + (a — 3)._4 + ... + a._4; 

10) 7o + 8, + 9, + 10, (Formel I) ; 

11) ao + (a + l)j+(a + 2), + ...(a-b)fc. 

Drttcke jede der folgenden Summen als Differenz 
zweier Eombinationszahlen ans: 

12) 6,+ 7,+ 8,+ 9,; 

13) 9, + 10, + 11, + 12, + 13,; 

14) a,B + (a + l)B + (a + 2)m + ... + b«, wob>aist; 

15) 10^+11,+ 12,+ 13, (Formel I); 

16) a„ + (a + l)„+i + (a + 2)„+8 + . . . (a + b)„+k. 

Summiere nach Formel IV alle Zahlen: 

17) von 1 bis 20; 18) von 1 bis 100; 

19) von 1 bis 1000; 20) von 100 bis 999; 

21) von 1800 bis 1899; 22) welche vierzifiUg sind. 

Summiere nach Formel V: 

23) l»+2«+...30»; ßi) l»+2«+...99«; 

25) 10»+ll«+... + 99«; 

26) a*+ (a + 1)*+ . . . b«, wo b > a ist. 
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Summiere nach Formel VI: 

27) 1«+ 2»+ . . . + 12»; 28) 10«+ 11»+ . . . 20»; 

29) a»+(a+l)'+... + b», wo b>a ist. 

30) Stelle die Samme der vierten Potenzen der natür- 
lichen Zahlen von 1 bis n abhängig yon n dar. 

31) Summiere 1«^+ 2'^+3*+ ...n^ 

Berechne: 

32) 7g+7,; 33) 10„+11„+12„; 

34) 2_i + 3_i + 4_i; 35) l_, + 2-^ 

36) Damit Formel III auch fttr m = richtig bleibt, 
mofs Oq gleich welcher Zahl gesetzt werden? 

Entwickele nach Formel VII: 

36) (4 + 3), ; 37) (7 + 8). ; 38) (1 + 9), ; 
39) (10 + 3),, ; 40) (c + d).. 

41) Wie lautet die Formel YII analoge Entwickelnng 

von (a -|- b -|- c)p ? 

Summiere nach Formel VIII: 

42) 9, + 8, . 21+ 7, . 2»+ 6, . 2«+ 08 . 2*+ 4, . 2» 
+ 3,.2«+2„.2'; 

43) 9, + 8, . 2^ + 7, . 2*+ 6, . 2« + 5, . 2*+ 4, . 2* 
H-3..2«+2,.2'; 

44) IO4 + 9^ . 2^ + 8^ . 2« + 7^ . 2» + 64 . 2* + 5^ . 2* 
+ 4,. 2«; 

45) 5». 2* +6,. 2«+ 7,. 2«+ 8,. 2^+9,. 2». 

Beweise die folgenden Relationen: 

46)Cfc + 2He — l)b-i + 2«(c — 2)b-2 + ...2''.(c — b)o 
= (c + l)b + (e + l)k_x + (e + l)k_j + ... + (c + l)„; 

47) So + a, + a, + ... + ab = (a — l)._b-i + 
2i(a — 2)._b_i + ... + 2''(a — b — l)._b_i; 

48) (a— l).-f2(a— 2)e + 2*(a — 3),+... + 2— — .»e, 

= ^0 "T *i "r *« "1 • • • *»—« — ! 5 

49) 2«+»=[2''+2*-J(c-b+l),+...+2»(c-l)b-i+eb] 

+ [2— " + 2— * -I (b + l)b + . . . 2Hc — l)b + Cb]. 



.2 
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§ 5. Der binomische Lehrsatz. 

I) (1 + X,)(1 + X,)(1+X3)...(1 + X.) 

= l+(X^+X2+...Xn) + (XiX2+XjX8+...Xn_iXn) 

-f-(XjXjXg-|-,..)-|-(XjXjXgX^--["'-«)"7~-»*~r(^^^8 •••^tt)5 
II) (lH-x)« = l + n,i + n,x« + n,x« + ... + ii.x-; 

ni) (a + b)» = a« + y.a— »b + ^^^.a— *b' 

Wenn man (1 -j- x^) mit (1 -|- x^) multipliziert, so erhält 
man vier Glieder. Das erste von ihnen ist 1, das zweite 
and dritte sind x^ und x^, das vierte ist x^ . x,. Multipliziert 
man nun die erhaltene Summe mit (1 -|- X3), so tritt zu den 
soeben erhaltenen Gliedern noch hinzu: erstens Xg, femer 
x^Xj, und XgXg, endlich XjX^Xg. Man erhält also: 

1 + (Xi + X, + Xg) + (x^Xa + X,X3 + X2X3) + (X^X^Xj). 

Man sieht, dafs in der ersten Klammer die Indices 1,2,3 
zur ersten Klasse ohne Wiederholung kombiniert (§ 3) sind, 
dafs in der zweiten E^lammer dieselben Indices zur zweiten 
Klasse kombiniert sind u. s. w. Wenn man nun nochmal 
multipliziert, und zwar mit (1 -f- x^), so treten zu der soeben 
erhaltenen Summe noch folgende Glieder hinzu: erstens x^, 
zweitens x, x„ x, x^, x, x^, drittens x, x^ x^, x^ Xg x^, Xg Xg x^, 
viertens x^ x^ Xg x^. Man erhält also : 

l + (^ + Xa+Xg+x,) 
+ (Xi Xg + Xi Xg + Xi x^ + X, Xg + Xg x^ + Xg X J 

-T (Xj Xj Xg -j- Xj Xj X^ -f~ ^ ^ ^4 T" ^9 ^ ^4) "T ^1 ^ ^ -^4* 

So fortfahrend erkennt man, dafs die in der Überschrift 
mit I) bezeichnete Formel richtig ist. 

Wenn man nun die n Buchstaben: 

Xj, Xg, Xg, X^, . • . Xb, 

die ganz beliebige Zahlen bedeuten dürfen, sämtlich gleich x 
setzt, ISO erhält man in der ersten Klammer eine Summe 
von soviel x, wie es Kombinationen erster Klasse der n 
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Indices 1, 2, 3, ... n giebt, in der zweiten Klammer eine 
Somme von soviel Gliedern x', wie es Kombinationen zweiter 
Klasse der n Indices 1, 2, 3, . . . n giebt, und überhaupt in 
der p-ten EJammer eine Summe von soviel Gliedern x^, wie 
es Kombinationen p-ter Klasse der Indices giebt. Mit Be- 
nutzung der in § 3 eingeführten, abkürzenden Bezeichnung 
für die Zahl der Kombinationen p-ter Klasse ohne Wieder- 
holung aus n Elementen, erhalten ivir also: 

(1 + x)» = 1 + Uj X -f n, X* + Uj X» -|- . . . + n« X». 

Beispiel : 

(l+2)*=l+6i.2+6,.2«+68.2»+6,.2* + 6,.2'^+6e.2* 

= 1 + 6 . 2 + 15 . 4 + 20 . 8 + 15 . 16 + 6 . 32 + 64 

= 1 + 12 + 60 + 160 + 240 + 192 + 64 

= 729 

Um aus der soeben abgeleiteten Formel 11 die 

Formel III zu gewinnen, setzen wir x = — und multi- 

a 

plizieren dann mit a*^. 

Dadurch erhalten wir: 

(a + b)» = a" + % a»- 1 b + Ug a»-« t« _|_ _ . n^ b». 
Wenn wir nun noch, gemäfs § 4, für jedes Up 

n (n — 1 ) (n — 2) . . . (n — p + 1) 

einsetzen, erhalten wir die Formel III der Überschrift. Die 
von dieser Formel ausgesprochene Wahrheit nennt man den 
„binomischen Lehrsatz'^ (Binom bedeutet Summe von 
zwei Gliedern.) Dem entsprechend nennt man die in 
Formel II und III auftretenden Koeffizienten „Binomial- 
koeffizienten^. Diese sind also genau dasselbe wie die 
in § 3 und § 4 behandelten Kombinationszahlen. 

Beispiele für die Anwendung des binomischen 
Lehrsatzes: 
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= 32 + 5.16.^+10.8 i+ 10.4. i 

^ 4 o 

+ 5.2.jg + g2 

= 32 + 40 + 20 + 5 + ^ + ^ 

= 971* 

2) (/2 — 1)'=(V^'— 7i . (/2)*+ 7, . (/2)»— 7, . (/2)* 

+ 7, . (/2)«- 7. . (/2)«+ 7. . /2 - 7, 
= 2». /2 — 7. 2«+ 21.2* /2 — 35.2« 

+ 35 . 2 . /2 — 21 . 2 + 7 . V2 — 1 
= (8 + 84 + 70 + 7) /2 — (Ö6 + 140 + 42 + 1) 
= 169 V2 — 239 ; 

3) (2e — 3f)«=(2e)«— 6, . (2e)». (3f) + 6, . (2e)*. (3f)« 

— 6,.(2e)«.(3f)«+64.(2e)».(3f)*— 6,.(2e).(3f)»+6,.(3f)« 
= 64e«— 576e»f+2160e*f«— 4320e»f»+4860e*f* 

— 2916 ef»+ 729 f«. 

Ans dem binomischen Lehrsatze ergiebt sieh, dafs die 
Smnme aller BinomialkoefGzienten, welche sich auf eioen 
nnd denselben Exponenten beziehen, gleich derjenigen Potenz 
der Zahl Zwei ist, welche eben diesen Exponenten als 
Exponenten hat. Wenn man nämlich in Formel m a = 1 
nnd b = 1 setzt, so erhält man : 

2«=l+n, + n, + n8 + ... + n.. 
Z.B.: 

1) 2''=l + 8, + 8, + 8, + 8, + 8. + 8, + 8, + 8, 

= 1 + 8 + 28 + 56 + 70 + 56 + 28 + 8 + 1; 

2) 2»=l + 9, + 9, + 9, + 9, + 9, + 9, + 9, + 9, + 9, 

= 1 + 9 + 36 + 84 + 126 + 126 + 84 + 36 + 9 + 1. 
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Übungen zu § 5. 
Entwickele nach dem binomischen Lehrsatz: 
1) (e + f)*; 2) (a + 2b)^ 3) (2c + 3d)*; 

4) (a - bf; 5) (3a - c)«; 6) (y a + 2 b)'; 

7) (2p - l)\ 8) (x - i)*; 9) (a - 1)^>; 

10)(/2 + l)'^; 11) (/3— /2)*; 12)(1 — i)«; 

IS) i-^ + ^iVsy; U)(l-ir; 15) (3/2-i/3)\ 

Welche Zahl ist n, damit die Entwickelang 
von (a + b)" das Produkt eines Zahlen-Koeffi- 
zienten mit einem der folgenden Glieder ist: 

16)a*b»; 17)a8b*; 18) ab^»; 19) a^n^^; 20) b^*? 

Wie grofs ist die Exponentensumme in jedem 
Gliede der Entwickelung yon: 

21) (a — b)'; 22)(2a + 3b)»; 23) (x — 2y)»*? 

Drücke in der Form Up den Eoeffzienten 
aus, welcher in der Entwickelung von (a-f-b)" 
das folgende Produkt erhält: 

24) a^b'^; 25) a»b'; 26) a««b*; 27) a»8b«. 

28) Was folgt aus der in § 4 bewiesenen Formel 
np = nn_p für jede binomische Entwickelung? 

29) Beweise np = na-p daraus, dals (a-f-b)° = 
(b + a)» ist. 

Wie heilst das Glied, das in der Entwickelung 
von (a-f-b)** denselben Koeffizienten hat wie: 

30) a»b'; 31) aH^^ 32)a'^b<*? 

Welcher Potenz gehört ein Binomialkoeffizient 
Up an, bei dem p = 3 ist, und der soviel mal so 
grols als der vorhergehende ist, wie die folgende 
Zahl angiebt: 

33) ^^; 34) |; 35) 2; 36) 3; 37) 4. 

37) Entwickele durch Kombinieren (x-f-1) (x + 2) 
(x + 3)(x + 4). 
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Entwickele: 

39)(x« — 1)«; 40) (a« + e«)*; 41)(1— x*)»; 

42)(a« + b»).; 4S) (.-'-)' ; 44) (^-gy. 

Entwickele und vereinfacke dabei möglichst: 

45) (a — b)'» + (a + b)»; 46) (a + b)* — (a — b)*; 
47) (I + 1)« - (X - 1)»; 48) (a + 2)» - (a + 1)«; 

49) (X + 1)» + (X + 1)* + (X + 1)» - (X + 1)«; 

50) (a + ib)« + (a — ib)«; 

51) (/ä+ /b)« + (Va"— Vh)\ 

Sichte mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes 
die folgenden Zahl-Aasdrüoke so ein, dafs die Be- 
rechnung beqaem ist: 

52) (/12 — /5)*; 53)(l + /8)»; 54)(/2 + l)'; 
58) (1, Ol)»«; 59) (0, 98)'». 
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(a + b + c + ...)-=^^^^^.a-b^c...., 
WO immer a-\' ß-\-y-\- .. . = n ist. 



Wenn man ein Produkt von n Faktoren, von denen jeder 

heifst, also eine Samme von m Summanden ist, durch Auf- 
lösen der n Klammem in eine Summe verwandelt, so enthält 
dieselbe mmal n Glieder, falls man die übereinstimmenden 
Glieder nicht durch einen Koeffizienten zusammenfafst ; 
jedes dieser m mal n Glieder ist ein Produkt ron n Faktoren^ 
und jeder dieser Faktoren heifst entweder a oder b oder 
c u. s. w. Dies hat darin seinen Grund, dafs zu jedem 
Gliede jede der n Klammem einen, aber auch nur einen 
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Faktor liefern mafs. Wenn wir nnn finden wollen, wie oft 
ein beliebiges Glied, also etwa 

a" b^ C . . . 

in jener Summe vorkommt, so haben wir nnr zu fragen, wie 
oft sich n Buchstaben, von denen a a heifsen, ß b heifsen, 
y c heifsen u. s. w. permutieren lassen. In § 1 ist diese 
Frage dahin beantwortet, dafs 

nl 

a!/9!y!... 

die gewünschte Anzahl ist. Wenn wir uns also jetzt die 
Hbereinstimmenden Glieder zusammengefafst denken, so er- 
halten wir allgemein 

n! 

— , ^, ', als Koeffizienten von a« b/* e^ . . ., 

a\ß\Y\ . .. ^ 

woa-f-/^ + y + ... = n ist. Es mufs also (a + b + ^ + • • •)* 
die Summe von allen möglichen solchen Produkten sein. 
Dieses Resultat nennt man den polynomischen Lehrsatz. 
Beispiele : 

1) (a + b + c)»= fa8+ b«+ c») 

+ 2|Yy{a«b + a^c + b*a + b«c + c«a + c«b) 

+ 3(k«b + a2c + b«a + b«c + c«a + c>b) + 6abc; 

2) (a + b + c)*= (a*+ b*+ c*) 

+ 3Tn (»*•> + a'c + b^a + b»c + c»a + c»b) 

4! 
+ 21111! (a^bc + b^ac + c^ab); 

3) (a + b + c + d)»= (a»+ h^^ c«+ d«) 

+ 2TTT ^**^ + a^e + aM + b«a + b«c + bM + c«a 

+ c**b + cM + d«a + d«b + d«c) 

4- i f 1 1 1 t (abc + abd-f-acd-f-bcd). 
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In diesen Beispielen sind alle diejenigen Glieder, welche 
gleichartig sind, wie a*b, b*c n. s. w., welche also auch 
;gleiche Koeffizienten bekommen, dnrch Absondern des 
Koeffizienten zosammengefafst. Um die Übersicht nicht zu 
verlieren, und um keine Glieder zu vergessen, wird man 
überhaupt bei Anwendung des polynomischen Lehrsatzes sich 
zuvor eine Übersicht darüber verschaffen, wieviel Arten von 
Gliedern entstehen müssen. Dies geschieht am besten dadurch, 
dafs man von allen Gliedern gleicher Art nur die Exponenten 
der zu einem Produkte vereinigten Potenzen schreibt und dafs 
man dabei nicht versäumt, einen gar nicht vorkommenden 
Buchstaben als mit dem Exponenten Null vorhanden au&u- 
fassen. So sind in dem obigen Beispiel 2) vier Arten von 
Oliedern aufgetreten, die wir hiemach durch: 

(400), (310), (220), (211) 
symbolisch bezeichnen können. Beispielsweise wollen wir 
die Gliederarten auffinden, die bei der Entwickelung von 
(a -j- h -f- c -|- d + e)® auftreten müssen. Zu diesem Zwecke 
haben wir die Summe 6 auf alle mögliche Weise aus fünf 
Summanden zu bilden, die eine der Zahlen von bis 6 sind. 
Also erhalten wir die folgenden Gliederarten: 
(60 000), (51 000), (42 000), 
(41100), (33 000), (32100), 
(31 110), (22 200), (22 110), (21 111). 
Wenn wir nun bei jeder dieser 10 Gliederarten immer nur 
das erste Glied schreiben und die Anzahl der Glieder gleicher 
Art als Index an die Klammer setzen, welche alle Glieder gleicher 
Art einschliefst, erhalten wir: 

6 ! 6 ! 

"*"5!1!0!0!0!^**^"'"'"^" + 4!2!0!0!0I ^**'*'"'" " *^" 
6! 6! 

~'"4!1!1!0!0!^**''*'^~'"*^* + 3!3!0I0!0! ^*'^""'" " •^'» 
6! 6! 

6! 6! 

+ 2!l!m!l! (^'^"^" + -')»' 

Sobnbert, Niedere Analysie. 3 
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■• 

wo, der besseren Übersicht wegen, anch ! geschrieben ist^ 
wofür nach § 4 die Zahl 1 zu setzen ist. 

Eine Kontrolle der polynomischen Entwickelang erhält^ 
man daraas, dafs man jedes Glied der za potenzierenden Summe- 
gleich 1 setzt. Thut man dies bei (a -f- b -(- e -]- d -|- e)% 
so erhält man: 

(1 + 1 + 1 + 1 + 1)*= 5«= 15625 
= 1 . 5 + 6 . 20 + 15 . 20 + 30 . 30 + 20 . 10 

+ 60 . 60 + 120 . 20 + 90 . 10 + 180 . 30 + 360 . 5 
= 5 + 120 + 300 + 900 + 200 + 3600 

+ 2400 + 900 + 5400 + 1800 = 15 625. 

Die Anwendung des polynomischen Lehrsatzes zeigen 
folgende Beispiele: 

1) (T^ + /2 — 1)*= [(/3)^+ (V^)*+ 1*J + 4jy^)« . V2 

— (/ä)«. 1 + (/2)«. /3 — (/2)». 1 — 1». /3 — 1». V^] 

+ 6 [(/3)*. (y^)'+ {Vsy. 1*+ (/2)*. V] 

+ 12 [— (/3)«. /2 . 1 — (/2)«. /3 . 1 + 1». /3 . /2] 
=[9+4+l]+4[3/6— 3/3+2/6— 2/2— V^—/2] 

+ 6 [6 + 3 + 2] + 12 [— 3/2 — 2/3 + /6] 
= 14 + 4 [5/6-3/2 -4/3] + 6 . 1 1 - 12 [3/2+ 2/3-/61 
= 80 + 32/6 — 48/2 — 40/3 = 21,22; 

2) (x»+ x«+ X + 1)«= (x»+ 1«+ x»+ 1) 

+ 3 (x«+ x'+ x«+ x'+ x*+ x*+ X» + x*+ x«+ X» 
+ x«+x) + 6(x« + x»+x*+x») 
= x»+ 3x«+ 6x'+ 10x«+ 12x»+ 12x*+ 10x«+ 6x* 
+ 3X+1. 



Oben ist erörtert, wie man die Gliederarten auf- 
zufinden hat, und wie man dadurch, dals man sich alle 
Glieder des zu entwickelnden Polynoms gleich eins gesetzt 
denkt, zu einer Eontrolle gelangt. Eine andere Kontrolle 
erhält man aus der leicht zu berechnenden Anzahl der 
Glieder tiberhaupt. Wenn nämlich bei einem Produkte von 
n gleichen Faktoren, deren jeder eine m-gliedrige Summe 
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ist, die n Klammem gelöst werden, und die auftretenden 
Produkte nicht durch Fotenzschreibung kürzer dargestellt 
TV^erden, so entstehen von den m Gliedern die Kombinationen 
n-ter Klasse mit Wiederholung. Demnach muls die n-te 
Potenz einer m-gliedrigen Summe nach § 3: 

(n + m — 1)„ 

Glieder haben. Es giebt also z. B. die Entwickelung von 
(a + b -f- c)« im ganzen (6 + 3 — 1)« = 8^ = 28 Glieder; 
ferner ist die Anzahl der Glieder, die durch die Ent- 
wickelung von (a -f- b -|- c + d -f- e -"l- f)* entstehen, gleich 
(6 + 5 — 1)5 = lOft = 252. Wenn man bei dem letzten Bei- 
spiel nur auf die Exponenten achtet, deren Summe ja immer 

5 sein mufs, so erkennt man, dals die polynomische Ent- 
wickelung auch die sämtlichen Zerlegungen der Zahl 5 in 

6 Summanden ergiebt, die entweder Null oder positiv sein 
sollen. Ebenso erkennen wir aus der oben bewerk- 
stelligten polynomischen Entwickelung der sechsten Potenz 
einer fünfgliedrigen Summe, dals die Zahl 6 auf 
(5 + 6 — l)e(=10e = 10 J- fache Weise in fünf Sum- 
manden zerlegt werden kann, welche sämtlich oder positive 
ganze Zahlen sind. Allgemein ergiebt sich also, dals 



(a + 8 — 1).= 



(a + s — 1)! 



a!(8 — 1)! 

die Anzahl solcher Zerlegungen der Zahl a in s Summanden 
ist. Ist die Zahl a = 4, die Anzahl der Summanden 3, so 
ergiebt sich hiemach 6^ = 15 als die Anzahl der Zer- 
legungen, nämlich: Vier gleich: 



4- 


hOH 


hO 


3H 


hlH 


hO 


2H 


-2- 


-0 


2H 


-IH 


-1 


0- 


-4- 


-0 


3- 


-0- 


-1 


2- 


-0- 


-2 


1- 


-2- 


-1 


04 


-0- 


-4 


1- 


-3- 


-0 


0-[ 


-2- 


-2 


1-1 


-1- 


-2 




1- 


-0- 


-3 








0- 


-3- 


-1 












0- 


-1- 


-3 












1 



Wenn man bei jeder von solchen Zerlegungen jeden 
Summanden um 1 erhöht, so erhält man die Anzahl der 
Zerlegungen auch fttr den Fall, dals jeder Summand eine 
positive ganze Zahl, nicht aber Null, sein soll. Dann wird 
aber die zerlegte Zahl um s grölser, weil jedes der 

3* 
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8 Glieder einer Zerlegung nm 1 erhöht ist. Also ist a -f- s 
aof Bovielfache Weise zerlegbar ¥rie 

a ! (9 — IH 

angiebt Setzt man b f ttr a -|- s, also b — s f Ui a, so er- 
hält man 

(b_8)!(8— 1)!~^^ ^^— ' 

für die Anzahl der Zerlegungen der Zahl b in s positiv- 
ganzzahlige Summanden. 

Soll z. B. die Zahl 11 auf alle mögliche Weise in drei 
positiv-ganzzahlige Summanden zerlegt werden, so erhält 
man 10^ = 45 für die Anzahl der Zerlegungen, wie aua 
der folgenden Tabelle hervorgeht, wo immer von Zerlegungen, 
die sieh nur durch Permutation unterscheiden, nur eine ge- 
nannt ist und die dahintergesetzte Zahl die Zahl der mög- 
lichen, nur durch Fermutation verschiedenen Zerlegungen 
angiebt: 



9H 


hlH 


-1 


3 




6H 


h3H 


-2 


6 


8- 


-2- 


-1 


6 




5- 


-5- 


-1 


3 


7- 


-3- 


-1 


6 




5- 


-4- 


-2 


6 


7- 


-2- 


-2 


3 




5- 


-3- 


-3 


3 


6- 


-4- 


-1 


6 




4- 


-4- 


-3 


3 



Die Summe der hintergesetzten Permutationszahlen ist 
in der That 45. 



a 



Übungen. 

1) Wie heilst der Polynomial-Eoeffizient des Gliedes 
»b^cd*? 



2) Bei welcher polynomischen Entwickelung kommt das 
Glied a« b« c* vor ? 

3) Führe die polynomische Entwickelung von 

(a -f- b -f- c)** aus. 

Entwickele: 

4) (a + b — c)«; 5) (a — b + c)»; .6) (a + b + c)«; 
7)(x-f2y + l)^ 8)(a + b + c + d)^ 
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9) (x» + x« + x— 1)«; 10) (1-f /2 + /5)*; 

11) (_x + y + z)* + (x-y + z)« + (x + y-z)«; 

12) (1 + /3 — i/3)^ 

13) Beweise durch Potenzieren, dals, wenn x ein sehr 

B 

kleiner Bruch ist, V 1 -f- x nahezu gleich 



i+l-+K^-0-^*- 



.9 

2 



Stelle durch symbolische Bezeichnung die 
Gliederarten zusammen, die möglich sind bei: 

14) (a + b + c + d)«; 15) (a + b + c)^ 

16) (a + b + c + d + e-f f)^ 

17) Kontrolliere die Richtigkeit der Entwickelung von 
(a -f- h -f- c -f- d)* dadurch, dals a = b = c = d = l ge- 
setzt wird. 

18) Entwickele (1 + 2 + 3 + 4)* und kontrolliere, ob 
die Summe der Glieder 10000 beträgt. 

19) Zerlege die Zahl 4 auf alle mögliche Weise in vier 
Summanden, die Null oder positiy-ganzzahlig sind. 

20) Zerlege die Zahl 6 auf alle mögliche Weise in 
drei Summanden, die Null oder positiy-ganzzahlig sind. 

21) Auf wieviel Arten kann man die Zahl 7 in fünf 
Summanden zerlegen, die Null oder positiv-ganz sind? 

22) Zerlege die Zahl 10 auf alle mögliche Weise in 
drei Summanden, die positive ganze Zahlen sind. 

23) Zerlege die Zahl 8 auf alle mögliche Weise in drei 
positiv-ganzzahlige Summanden. 

Auf wievielerlei Arten lälst sich zerlegen: 

24) die Zahl 12 in fünf positiv-ganzzahlige Summanden? 

25) die Zahl 15 in vier positiv-ganzzahlige Summanden? 

26) die Zahl 20 in 17 positiv-ganzzahlige Summanden? 
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§ 7. Arithmetische Reihen höherer Ordnung. 

I) g = a^ + (n — l)i.ai + (n— l)2.ao; 
II) s = ni.a^ + ii2.ai+n8'.ao; 

ni) g=ap-f-(n— lX.ap_i+(n— l)3.ap_2+...+(n— l)p.ao; 
IV) 8 = nj.ap-[-öj.ap_i-|-n8. ap_2H- • • . H-i^p+i- s-o- 



Schon in § 19 meiner „Arithmetik und Algebra" *) sind 
arithmetische Reihen behandelt, d. h. Reihen von Zahlen, bei 
denen je zwei aufeinander folgende Zahlen immer dieselbe 
konstante Differenz haben, z. B. : 

4, 7, 10, 13, 16, 19. 

Das Anfangsglied dieser Reihe ist 4, das Endglied 19, 
die konstante Differenz 3, die Anzahl der Glieder ist 6. 
Der Begriff der arithmetischen Reihe läfst sich nun dadurch 
ausdehnen, dafs man arithmetische Reihen mit konstanter 
Differenz aufeinander folgender Glieder „erster Ordnung" 
nennt, dann arithmetische Reihen zweiter Ordnung solche 
nennt, bei denen die Differenzen aufeinander folgender Glieder 
eine Reihe erster Ordnung bilden, und überhaupt eine Reihe 
p-ter Ordnung nennt, wenn die Differenzen aufeinander 
folgender Glieder eine Reihe (p — l)-ter Ordnung bilden. 
Beispiele: 

1) Die Reihe: 2, 6, 13, 23, 36, 52, 71 

ist eine Reihe zweiter Ordnung, weil die Reihe der Differenzen 
aufeinander folgender Glieder, oder, wie wir kurz sagen wollen, 
ihre erste Differenzenreihe erster Ordnung ist, nämlich: 

4, 7, 10, 13, 16, 19. 

2) Die Reihe: 9, 11, 17, 30, 53, 89, 141, 212 

ist eine Reihe dritter Ordnung, weil ihre erste Differenzen- 
reihe eine Reihe zweiter Ordnung ist, nämlich die im ersten 
Beispiel genannte Reihe: 

2, 6, 13, 23, 36, 52, 71. 

Wenn man von der Differenzenreihe einer arithmetischen 
Reihe höherer Ordnung wiederum die Reihe der Differenzen 



*) Diese Samndnng, Band l. 
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1)ildet, so erhält man eine Reihe, die man zweite DijQferenzen- 
leihe nennt, nnd so fort. So ergiebt sich, dafs man eine 
arithmetische Reihe p-ter Ordnnng anch als eine Reihe von 
Zahlen definieren kann, deren (p — l)-te DifiFerenzenreihe eine 
arithmetische Eeihe erster Ordnung ist, oder auch, deren p-te 
Differenzenreihe aus lauter gleichen Zahlen besteht. Hiemach 
kann man eine Reihe von lauter gleichen Zahlen auch eine 
arithmetische Reihe nullter Ordnung nennen. 

Eine arithmetische Reihe erster Ordnung ist, abgesehen 
von der Anzahl ihrer Glieder, völlig bestimmt, sobald man 
ihre ersten beiden Glieder kennt ; denn dann ist die konstante 
Differenz bekannt, und dadurch auch die Fortsetzung der 
Reihe möglich. Ebenso ist eine arithmetische Reihe zweiter 
Ordnung durch ihre drei ersten Glieder bestimmt, weil 
dadurch die Anfänge ihrer beiden Differenzenreihen bekannt 
sind. So kann man fortfahren und einsehen, dafs eine Reihe 
p-ter Ordnung durch ihre p + 1 ersten Glieder bekannt ist. 
Schreibt man also p -|- ^^ Zahlen ganz beliebig hin, so kann 
man sie immer als Glieder einer arithmetischen Reihe be- 
trachten, die nach vorwärts und nach rückwärts beliebig 
fortgesetzt werden kann. Beispielsweise soll die Reihe 
vierter Ordnung gebildet werden, wenn fünf aufeinander 
folgende Glieder der Reihe die folgenden sind: 

i-, 3, 7, 17, 40 i-. 

Als erste Differenzenreihe ergiebt sich: 



als zweite: 



als dritte: 



2l-,4, 10, 23-1. 



l|,6,13|, 



4J- 7i- 

* 2' ' 2' 



und als vierte die konstante Differenz: 

3. 
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1 
Dnrch Addition von 3 zu 7-^ ergiebt sich dann daa 

dritte Glied der dritten DiflFerenzenreihe, nämlich 10 -^, und 

durch Addition von 10-^ zu 13-^ die Zahl 24 als viertes Glied 

der zweiten DifiFerenzenreihe. Dann folgt 23 -jr- -f- 24 = 47 -^ 

2 u 

als fünftes Glied der ersten Differenzenreihe, woraus endlich 
folgt, dafs 88 das sechste Glied derjenigen Reihe vierter 
Ordnung sein mufs, die mit den fünf beliebig gewählten 
Zahlen anhebt. 

Hiemach läfst sich nun leicht das allgemeine Glied 
einer arithmetischen Reihe aus den Anfangsgliedem ihrer 
Differenzenreihen aufbauen. Wir beginnen mit Reihen zweiter 
Ordnung. Für eine solche sei a^ das konstante Glied ihrer 
zweiten Differenzenreihe, a^ das erste Glied ihrer ersten» 
Differenzenreihe und a^ ihr eigenes erstes Glied. Dann ist 
in der ersten Differenzenreihe a^ -[" ^a das zweite Glied,, 
a^ 4" 2 »2 ^^"^ dritte Glied, u. s. w., daher 

»1 + (n — 1) . a^ = a^ + (n — 1), . a, 

das n-te Glied. Daher ergeben sich als Glieder der arith- 
metischen Reihe zweiter Ordnung nach einander: 

^> ^"r^n ^ H~ ^i'^i -j- 2j. a^, 
^ + 3i . aj + 3a . ao, aa + 4i . % -f 4j . a^ u. s. w. 

wobei benutzt ist, dafs 1=2,, l + 2i=3a, l+2i + 81=4, 
u. s. w. ist. So ergiebt sich idlgemein für das n-te Glied g^ 
einer arithmetischen Reihe zweiter Ordnung: 

I) g = a^ + (n — l)i-a, +(n— l)a.ao. 

Wir haben soeben, um den Koeffizienten (n — 1), von 
a^ festzustellen, die in § 4 abgeleitete Formel III benutzt. 
Dieselbe Formel benutzen wir auch, um nunmehr die Summe 
s der ersten n Glieder einer arithmetischen Reihe zweiter 
Ordnung zu berechnen. Es ergiebt sich dafür: 

s = a, . n + a^ [1, + 2, + 3i + . . . (n — 1),; 

+ ao[2a + 3,+ 4a + ...(n-l)a] 
oder : 

n) s = nj . a, + Ua . aj + n, . a^. 
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In ähnlicher Weise erhält man f ttr das allgemeine Glied 
einer arithmetischen Beihe dritter Ordnung, wenn a^, a,, a^, a^ 
die Anfangsglieder ihrer vier Differenzenreihen sind: 

a,+(n-l).a, + [l, + 2, + 8,+...(n — 2)J.aj 
+ [2, + 3, + ...(n-2),].a, 

oder, nach Formel III des § 4: 

aj + (n — L)i . aj + (n — 1), . a, + (n — 1),, . a^. 

Daraus folgt dann, wiederum nach derselben Formel, 
für die Summe s: 

s = n^ . ag + n, . a^ + Ug . a^ + n^ . a^. 

Man erkennt nunmehr das allgemeine Bildungsgesetz, 
nach welchem sowohl das n-te Glied g, wie auch die 
Summe s der ersten n Glieder einer arithmetischen Beihe 
p-ter Ordnung sich aus den Anfangsgliedern: 

dp, dp _ 1, ap _ 2? • • • ^0 
ihrer p -f~ ^ Differenzenreihen berechnen lälst, nämlich : 

III)g=ap+(n— lX.ap_i+(n— l),.ap_2+...+(n— l)p.ao; 
und 
IV) s = % . ap -}- Da . ap-i -f- Ug . ap_2 + • • • + Dp+i . a^^. 

Beispielsweise ergiebt sich für die oben behandelte 
Beihe vierter Ordnung, da 



_1 _^1 _,1 _.l _o 



ist: 



g=^ + (n-l),.| + (n-l),.| + (n-l),.| + (n-l),.3- 

Setzen wir n=^6, so erhalten yrir: 

g = i + 5.| + 10.| + 10.| + 5.3 

= ^ + f +15 + 45 + 15 = 88 

als sechstes Glied, wie schon oben gefdnden wurde. Für 
die Summe s der ersten 6 Glieder ergiebt sich: 
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1 5 3 9 

s = 6i • 2 + ^2 • 2 + ^8 • 2 "^ ^* • 2 "^ ^* * ^ 

= 3 + 4? + 30 + ^+18 = 156. 



Wenn man in einen Ausdruck ersten Grades, d. h. in 
«inen Ausdruck von der Form a x -f- b, wo a und b be- 
liebige Zahlen sind, für x die aufeinander folgenden Glieder 
einer arithmetischen Reihe erster Ordnung setzt, so müssen 
die Zahlenwert«, die man dann für den Ausdruck erhält, 
v^ieder eine arithmetische Beihe erster Ordnung bilden. 
Denn es ergiebt sich: 

a (x -f- d) "f- b — (a X -f- b) = a d, 

also eine konstante Zahl, nämlich das Produkt der Zahl a 
mit der konstanten Differenz d der Reihe, deren Glieder 
man einsetzt. Nimmt man einen Ausdruck zweiten Grades 
von der Form: 

a X* -f- b X + c, 

und setzt man dann für x wieder nach einander Zahlen 
die sich um d unterscheiden, so erhält man eine Reihe, 
deren Diflferenzenreihe erster Ordnung ist. Denn 

a(x + d)2-f b(x + d)-f c — (ax^ + bx + c) 

= 2axd + ad«-|-bd 

ist ein Ausdruck ersten Grades. Folglich entsteht aus einem 
Ausdruck zweiten Grades dadurch, dafs man für x die 
Olieder einer arithmetischen Reihe erster Ordnung einsetzt, 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung. So erkennt man 
allgemein, dafs man aus einem Ausdruck p-ten Grades: 

bo . xP + bi . xP- 1 + bg . xP - 2 _j„ . . . bp, 

wo bo, bi,b3, .. .bp beliebige konstante Zahlen sind, eine 
^thmetische Reihe p-ter Ordnung erhält, wenn man für x 
die Glieder einer arithmetischen Reihe erster Ordnung, d. h. 
nacheinander Zahlen einsetzt, die sich um d unterscheiden. 
Denn man erkennt, dals 

^Jx + d)P + b,(x + d)p-i + ...bp] 
LP + biXP-i4----bp] 

2u einem Ausdruck führt, der nur vom (p — l)-ten Grade 
ist, da b^ xP sich forthebt. 



fs 
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Insbesondere ergiebt sich aus dem soeben abgeleiteten 
Besultate, dafs die p-ten Potenzen der natürlichen Zahlen 
eine Reihe p-ter Ordnnng bilden. Denn sie entstehen, indem 
man in xp für x die Zahlen 1, 2, 3 n. s. w. einsetzt. Dem- 
nach kann man auch durch die Formel II oder IV dieses 
Paragraphen die schon in § 4 abgeleiteten Formeln für die 
Summe der Quadrate und die Summe der dritten Potenzen 
ableiten. Bei 

l«_j-2« + 3*+,..n« 
hat man nämlich zu setzen: 

a^ = 1, a^ = 4 — 1 = 3, a^ = 2. 
Deshalb erhält man aus U: 

s, = % . 1 + Uj . 3 + Ug . 2 

, 8n(n — 1) , 2n(n— l)(n — 2) 
=='^+ 2 + 6 

= I [6 + 9n — 9 + 2n« — 6n + 4] 

= |[2n^ + 3n + l]='^^'^+^f"+^^ 

FUr die Summe der dritten Potenzen: 

1» + 2* + 3» + . . . + n» 
hat man zn setzen: 

a, = 1, a, = 7, a^ = 12, a« = 6. 

Dadurch erhält man: 

8g = n^ . 1 + n, . 7 + n, . 12 + n^ . 6 

= ^[24 + 84 (n - 1) + 48 (n - 1) (n -2) 
'S* +6(n-l)(n-2)(n-3)] 

= jl [6n« — 36n» + 66n — 36 + 48n'' — 144n + 96 
2* + 84n — 84 + 24] 

= ^ [e„. + 12.. + em = 5>±i)! = [!LÜL±i)]V 

Auch jeder Binomialkoeffizient n« = — ^^ — :; — ~^^ ^^^ — 

•^ * 1 .2 .3...p 

stellt einen Ausdruck p-ten Grades dar, ergiebt also dadurch, 
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dafs man für n nacheinander die Glieder einer arithmetisclien 
Beihe, oder spezieller die natürlichen Zahlen einsetzt, eine 
arthimetische Reihe p-ter Ordnung. Beispielsweise ergeben: 

^S7 ^8> ^8> ^8? '8> *9J ^8? ^SJ ' ' ' 

die arithmetische Beihe: 

1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, . . . 

Diese erweist sich als von der dritten Ordnung, da sie 
folgende Differenzen-Beihen besitzt: 

3, 6, 10, 15, 21, 28, . . . 
3, 4, 5, 6, 7, . . . 

^> ^? 1> ■''7 • • • 



Wenn man jede der drei Seiten eines gleichseitigen 
Dreiecks in m gleiche Teile teilt und die Teilpunkte durch 
Parallelen mit den Seiten verbindet, so wird die Fläche des 
Dreiecks in lauter kleine gleichseitige Dreiecke zerlegt, von 
denen jedes einen der m Teile als Seite hat. Zählt man dann 
die sämtlichen Punkte, welche Ecken von solchen gleich- 
seitigen Dreiecken sind, so erhält man: 

1 + 2 + 3 + . ..(m4-l) = (m + 2), 

Punkte. Wegen dieses Zusammenhangs der Anordnung von 
Punkten zu gleichseitigen Dreiecken mit den Binomial- 
koeffizienten, die den Index 2 haben^ nennt man die letzem 
auch Dreieckszahlen, wie schon in § 4 erwähnt ist 
In ähnlicher Weise kann man die Quadratzah^en 1, 4, 9, 16, . . 
zu Quadraten anordnen. 

Nimmt man den Baum zu Hilfe, so lassen sich auch 
die BinomialkoefQzienten mit dem Index 3 geometrisch ver- 
anschaulichen. Man denke sich lauter gleiche Kugeln in 
einer untersten ersten Horizontalschicht so zusammengelegt, 
dafs sich benachbarte Kugeln berühren, und dafs ihre Gentra 
die oben erwähnte Dreiecks-Figur bilden, so dafs jede der 
drei äufsersten geraden Linien die Mittelpunkte von n Kugeln 
enthält. Dann liegen in dieser untersten Horizontalschicht 
nach dem Obigem 
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KageliL Auf dieser Schicht denke man sich dann eine 
zweite Schicht von Kugehi rohen. Dann müssen in dieser 
Schicht nur n^ Kugeln liegen, weil jede Seite des gleich- 
seitigen Dreiecks, das sie bilden, eine Kugel weniger ent- 
halten mufs, als jede Seite der untersten Schicht. So fort- 
fahrend, erkennt man, dafs die dritte Schicht nur (n — 1), 
Kugeln enthält, u. s. w., bis schliefslich die oberste Schicht 
nur eine einzige Kugel enthält Alle Kugeln bilden dann 
«ine Tetraeder von 

(n+l), + n,+(n-l),+...+3, + 2, 

Kugeln. Die eben erhaltene Summe ist aber nach Formel IV 
des § 4 gleich dem Binomialkoefifizienten: 

(n + 2)3 = i-n(n + l)(n + 2). 

Man nennt deshalb die Binomialkoeffizienten mit dem 
Index 8 auch Tetraedralzahlen, wie schon in § 4 er- 
wähnt ist. 

Übungen. 

1) Von welcher Ordnung ist eine arithmetische Reihe, 
deren Differenzenreihe aus Zahlen besteht, bei denen die 
Differenz aufeinanderfolgender Zahlen immer dieselbe Zahl 
ergiebt? 

2) Bilde alle Difierenzenreihen der Reihe 4, 7, 15, 30, 54, . . . 

3) Setze die in 2) genannte Reihe um drei Glieder fort. 

4) Wie heifst die Reihe zweiter Ordnung, deren erstes 

1 2 1 

Glied l ist und deren Differenzenreihe 3-^, 4, 4-^, b-^, ... ist? 

5) Wie heifst die Reihe, deren n-tes Glied n® — n heilst? 

6) Erläutere an der Reihe 3, 8, 15, 24, . . ., warum das 
n-te Glied sich immer durch Vermehrung des Anfangsgliedes 
lun die Summe der n — 1 ersten Glieder ihrer Differenzen- 
reihe ergiebt. 

7) Eine Reihe zweiter Ordnung beginnt mit 11, die 
Summe der ersten sechs Glieder ihrer Differenzenreihe be- 
trägt 49. Wie heifst das siebente Glied? 

8) Wie heifst das zwölfte Glied einer Reihe, die mit^ 
8 beginnt, und deren Differenzreihe mit 5 beginnt und die 
konstante Differenz 2 hat? 
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9) Wie heifst das zwanzigste Glied der Reihe 16, 25^ 
36,49...? 

10) Berechne die Summe der ersten zwölf Glieder der 
Reihe 3, 7, 13, 21, . . . 

11) Berechne die Summe der Quadrate aller ungeraden 
Zahlen von 1 bis 99. 

12) Berechne die Summe der ersten zehn Glieder der- 
jenigen Reihe, welche entsteht, wenn man die entsprechenden 
Glieder der beiden Reihen erster Ordnung 1, 4, 7, 10, 13, . . • 
und 2, 7, 12, 17, 22, . . . miteinander multipliziert. 

13) Das zweite Glied einer Reihe zweiter Ordnung ist 8, 
das vierte 24, das sechste 48. Wie heifst das achte Glied? 

14) Wie heifst die Summe der in 13) genannten Reihe 
zweiter Ordnung bis zum achten Gliede? 

15) Bilde sämtliche DiflFerenzenreihen der Reihe 1, 5, 15, 
35, 70, 126, 210 .. . 

16) Von welcher Ordnung ist eine Reihe, deren vierte 
Differenzenreihe von der zweiten Ordnung ist? 

17) Wie heilsen die ersten fünf Glieder der Reihe, deren 
allgemeines Glied n* — n* -|- n® -[" 1 heifst? 

18) Von welcher Ordnung wird die Reihe, die entsteht, 
wenn man von einer Reihe dritter Ordnung nacheinander 
berechnet: das erste Glied, die Summe der beiden ersten 
Glieder, die Summe der drei ersten Glieder, u. s. w ? 

19) Wie heifst das sechste Glied der Reihe vierter 

4 
Ordnung, deren fünf erste Glieder sind: ^, — 1, -|-2, 

+ 3, +4? 

20) Bude die Reihe, welche entsteht, wenn man in den 
Ausdruck x^ — x nach eiaander die natürlichen Zahlen von 
1 an einsetzt 

21) Wie grofs ist die Summe der n ersten Glieder der 
in 20) erwähnten Reihe? 

22) Von welcher Ordnung ist die Reihe 5^, 65, 75, 85, . . ., 
wo die Indices Binomialkoeffizienten andeuten? 

23) Von welcher Ordnung ist die Reihe der Quadrate 
von 33,43, 53, 63,...? 

24) Von welcher Ordnung ist die Reihe der dritten 
Potenzen der Glieder einer Reihe dritter Ordnung? 
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25) Beweise, dafs eine Reihe (p + q)-ter Ordnung ent- 
steht, wenn man bei einer Beihe p-ter und einer Beihe q-ter 
Ordnung nach einander die beiden ersten Glieder, die beiden 
zweiten Glieder, die beiden dritten Glieder u. s. w. multipliziert. 

26) Beweise, dafs das erste, dritte, fünfte, u. s. w. Glied 
einer Beihe p-ter Ordnung wieder eine Beihe p-ter Ord- 
nung bilden. 

27) Wenn man bei zwei Beihen p-ter und q-ter Ordnung 
die entsprechenden Glieder addiert oder subtrahiert, so erhält 
man eine Beihe p-ter Ordnung, wenn p ^ q, q-ter Ordnung, 
wenn q^p ist. Beweise dies. 



28) Wie heifst die zehnte Dreieckszahl? 

29) Wie grofs ist die Summe der n ersten Dreieeks- 
zahlen? 

30) Jemand zeichnet aus Spielerei zehn gleiche Kreise, 
deren Gentra eine gerade Linie bilden, und von denen sich 
immer zwei benachbarte berühren. Darauf zeichnet er neun 
ebenso grofse Kreise, die ebenso zu einander liegen, und 
von denen jeder zwei Kreise der ersten Beihe berührt. 
Indem er dieses Verfahren fortsetzt, gelangt er schliefslich 
zu einem einzigen Kreis. Wieviel Kreise hat er im ganzen 
gezeichnet? 

31) Beweise, dafs die Summe zweier aufeinander 
folgender Dreieckszahlen wieder eine Dreieckszahl ist. 

32) Der Unterschied der Quadrate zweier aufeinander 
folgender Dreieckszahlen ist eine Kubikzahl. Warum? 

33) Warum nennt man die Zahlen 1, 5, 12, 22, 35, 51, . . . 
Fünfeckszahlen? 

34) Ein Haufen von lauter gleichen Kugeln hat die 
Form eines regulären Tetraeders, so dafs die unterste Schicht 
ein gleichseitiges Dreieck ist, dessen Seiten 15 Kugeln 
enthalten, und die drei Seitenkanten auch je 15 Kugeln 
enthalten. Wieviel Kugeln enthält der Haufen? 

35) Ein vollständiger Kugelhaufen hat die Form einer 
abgestumpften Pyramide, deren Grundflächen gleichseitige 
Dreiecke sind. Wieviel Kugeln enthält der Haufen, wenn 
in jeder Seite der untersten Schicht a Kugeln, in jeder 
Seite der obersten Schicht b Kugeln liegen? 
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36) Ein pyramidaler yoUständiger Eugelhaafen hat als 
nnterste Schicht ein Quadrat, in dessen äufsersten Seiten 
10 Kngeln liegen, and dessen oberste Schicht ans einer 
Kugel besteht. Wieviel Kugeln enthält der Haufen? 

37) Ein Kugelhaufen hat die Form eines quadratischen 
Pyramidenstumpfs. In der untersten Schicht liegen a mal 
a Kugeba, in der obersten b mal b Kugeln. Wieviel Kugeln 
enthält der Haufen? 

38) In Zeughäusern liegen oft die Kugeln in horizontalen 
rechteckigen Schichten übereinander, so dafs immer eine 
Eechtecksseite eine Kugel weniger enthält, als die beiden 
ihr parallelen Bechtecksseiten der darunter befindlichen 
Schicht. Die oberste Schicht bildet eine gerade Linie. 
Wieviel Kugeln enthält ein solcher Kugelhaufen, wenn die 
längere Seite der untersten Schicht 30, die kürzere 
20 Kugehi enthält? 

39) EiQ rechteckiger Kugelhaufen hat in der untersten 
Schicht 40 mal 50 Kugeln, in der obersten 10 mal 20 Kugeln. 
Wieviel Kugeln enthält er im ganzen? 



n. Absoluiitt. 

Wahrscheinlichkeitsrechnimg. 



§ 8. Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnuiig. 

t m— t ^ t ^ 

n w= — ; 11= = 1 =1 — w; 

^ m m m ' 

ni) w= — ^'^ '^ '" = w. . W, . W« . . . Wn ; 



Es sei für ein erwartetes Ereignis t die Anzahl 
der Fälle, welche das Eintreffen heryorrufen können 
(Treffer, Chancen, günstige Fälle), ferner m die 
Anzahl aller möglichen Fälle, nämlich sowohl der- 
jenigen, welche das Eintreffen, als anch derjenigen, 
welche das Nicht-Eintreffen herrorrnfen können. 

Dann nennt man den Bruch w= — die Wahrschein- 

m 

lichkeit für das Eintreffen dieses Ereignisses. Da 
m — t Fälle vorhanden sind, welche das Nicht -Eintreffen 

bewirken, so ist = 1 = 1 — wdie Wahrschein- 

' m m 

lichkeit dafür, dafs das betreffende Ereignis nicht eintrifft 

Wenn man z. B. einen Würfel, anf dessen sechs Flächen 

die Zahlen von 1 bis 6 stehen, fallen läfst, und wenn man 

Sehnbert, Mi«d«re AnalyBii. 4 
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keinen Grnnd hat, anzunehmen, dafs die eine oder die andere 
Fläche leichter nach oben zu liegen kommt als die ftlnf 
übrigen, so hat man daftlr, dafs eine bestimmte Fläche nach 
oben kommt, sechs mögliche Fälle. Wenn man dann 
wünscht, dafs gerade die :: oben zu liegen kommt, so hat 
das erwartete Ereignis einen Treffer und tttnf Nichttreffer. 

Deshalb ist -^ die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel die 

6 5 

Vier zu werfen, -^ die Wahrscheinlichkeit, sie nicht zu 

3 1 
werfen. Man erkennt ferner, dafs — =— die Wahrschein- 

O u 

lichkeit datür ist, dafs man mit einem Würfel eine gerade 

2 1 
Zahl wirft, sowie — ==— daftlr, dafs man eine Zahl wirft;,. 

O ö 

die gröfser als vier ist 

Wenn man zweitens wünscht, aus einer Urne, die a 
schwarze, b weifse und c rote Kugeln enthält, eine Kugel 
zu ziehen, die sich als rot erweist, so ist m = a -|- b -|- Cr 
t = c, also die Wahrscheinlickeit w, eine rote Kugel zu 

ziehen, gleich — , , , — , während die Wahrscheinlichkeit u. 

a + b + c' j^ . b 

dafs die gezogene Kugel nicht rot ist, u = — .^ ' — 

a I D I c 

= 1 — w ist. 

Wenn man drittens wünscht, aus einem Spiel von 32 

Karten, das 8 Treff enthält, eine Karte zu ziehen, die ein 

Treff ist, so ist m = 32, t = 8^ also die Wahrscheinlich- 

8 1 
keit w, ein Treff zu ziehen, gleich -—-=—. 

Wenn jeder mögliche Fall auch Treffer ist, so ist das 
Eintreffen des Ereignisses gewifs. Daher ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafär, dafs ein Ebreignis sicher eintrifft, gleich 
1 zu setzen. Wenn gar kein Treffer unter den möglichen 
Fällen ist, so ist das Eintreffen des Ereignisses unmöglicL. 
Daher bezeichnet die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein 
Ereignis sicherlich nicht eintrifft. Die Wahrscheinlichkeits- 
brüche haben daher als untere Grenze 0, als obere 1, sind 
also, abgesehen yon den beiden Orenzfällen, immer positive 
echte Brüche. 
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Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeitsbrüehe hat 
man meist die in § 2 und § 3 abgeleiteten Formeln für 
Eombinations- nnd Yariationszahlen anzuwenden. Hierfür 
einige Beispiele: 

1) Wenn aus einer Urne, die sechs weifse und vier 
schwarze Kugeln enthält, fünf Kugeln gezogen werden, so 
ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs von den fünf Kugeln 
drei weifs und zwei schwarz sind, gleich 

. 63 . 4^ 20 . 6 _ 10 
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weil sich aus zehn Dingen 10^ Gruppen zu je fünf bilden 
lassen, aus sechs Dingen 63 Gruppen zu je drei, aus vier 
Dingen 4, Gruppen zu je zwei, und weil jede Vereinigung 
einer der 63 Gruppen mit einer der 4^ Gruppen zu einer 
zusammengesetzten Gruppe führt, die als Treffer zu be- 
trachten ist. 

2) Wenn aus einem Spiel von 32 Karten, das vier 
Buben enthält, zehn Karten entnommen werden, so ist die 
Wahrscheinlichkeit dafür, dafs sich unter den zehn Karten 
nicht mehr und nicht weniger, als zwei von den vier Buben 
befinden, gleich 

43.283 4! 28! 10122! 



32io ~ 2! 2! 8! 20! 32! 
4 . 3 . 10 . 9 . 22 . 21 3 . 9 . 11 . 7 _ 2079 _ ^ «o 



1 . 2 . 32 . 31 . 30 . 29 8 . 31 . 29 7192 

Die Wahrscheinlichkeit beträgt also 29 Prozent, d. h. 
man ist zu der Annahme berechtigt, dafs es unter 100 Malen 
durchschnittlich 29 mal passiert, dafs sich unter zehn 
Karten, die einem Spiel von 32 Karten beliebig entnommen 
sind, gerade zwei Buben befinden. Die Wahrscheinlichkeit, 
dafs dieses Ereignis nicht eintrifft, ist dann 1 — 0,29 = 0,71, 
d. h. man darf 29 Pfennige gegen 71 Pfennige setzen, wenn 
man wetten will, dafs das genannte Ereignis eintrifft. 

3) Wenn mit drei Würfeln gewürfelt . wird, so sind, 
bezügUch der Übereinstimmung oder Nicht-Übereinstimmung 
der geworfenen Zahlen drei Fälle denkbar, erstens, dafs alle 
drei Zahlen gleich werden, zweitens, dafs nur zwei Zahlen 

4* 
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gleich werden, drittens, dab alle drei Zahlen verschieden 
werden. Für jeden dieser drei Fälle Wollen wir die Wahr- 
scheinlichkeit berechnen. Die drei Wtirfel selbst mögen 
A^, A^, A3 heifsen. Da zur Berechnung der Anzahl der 
möglichen Fälle jede der sechs Arten, wie der Würfel A^ 
fallen kann, mit jeder der sechs Arten, wie A^ fallen kann 
nnd mit jeder der sechs Arten, wie Ag fallen kann, zusammen- 
zusetzen ist, so giebt 6 mal 6 mal 6 oder 6^ die Anzahl 
aller möglichen Fälle an. Die sechs Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
welche auf den sechs Würfelflächen verzeichnet sind, sind 
eben zur dritten Klasse mit Wiederholung zu variieren. 
Unter den 6^ möglichen Fällen sind nun 6 Fälle vorhanden, 
wo alle drei Zahlen gleich sind, nämlich die Fälle, in denen 
jeder der drei Würfel A^^, A^, A3 entweder die 1 oder die 2 
oder die 3 oder die 4 oder die 5 oder die 6 zeigt. Wenn 
aber nur zwei Zahlen gleich sein sollen, so kann dies zu- 
nächst jede der sechs Zahlen von 1 bis 6 sein. Da dann 
aber auf dem dritten Würfel eine Zahl sein mufs, die von 
der doppelt vorhandenen Zahl verschieden ist, und immer 
5 solcher Zahlen vorhanden sind, so gelangen wir zu 6 mal 

5 Treffern. Nun kann aber noch die von den beiden andern 
verschiedene dritte Zahl von dem Würfel A^ oder von A^ 
oder von A3 übernommen werden. Wir haben also noch 
mit 3 zu multiplizieren. Wir erhalten daher 6 . 5 . 3 = 90 
unter den 6* Fällen, wo nur zwei von den drei Zahlen gleich 
sind. Wenn endlich alle drei Zahlen verschieden sein sollen,^ 
so sind die Zahlen von 1 bis 6 zur dritten Klasse ohne 
Wiederholung variiert zu denken. Es ergeben sich so 

6 . 5 . 4 = 120 Fälle. In der That ist 

6 + 90 + 120 = 216 = 6». 

Wir erhalten also für die drei Fälle beziehungsweise 
die Wahrscheinlichkeitsbrüche: 
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Wenn ein Ereignis Em m()gliehe Fälle und t Treffer 
hat, und wenn dann ein zweites mit E gleichartiges oder 
ungleichartiges Ereignis E' m' mögliche Fälle und t' Treffer 
hat, so kann man beide Ereignisse als ein einziges Ereignis 
F zusammenfassen. Dann hat Fm.m' mögliche Fälle und 
t.t' Treffer. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, dafs F 
eintrifft, d. h., dafs sowohl E als auch E' eintrifft, gleich 

t.f t t' 

m.m' m m'' 

Hieraus folgt der Satz: 

Wenn w und w' die Wahrscheinlichkeitsbrüche 
für zwei einzelne Ereignisse sind, so giebt das Produkt 

w. w' 

die Wahrscheinlichkeit dafür an, dafs beide Ereig- 
nisse eintreffen. Beispiele: 

1) Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel die Vier 

1 5 

zu werfen, beträgt -^ und, sie nicht zu werfen, -^. Dem- 
nach ist die Wahrscheinlichkeit, dafs man bei zweimaligem 
Würfeln erst die Vier wirft und dann sie nicht wirft 

6 6 36 ' 

2) Ein Schüler schätzt die Wahrscheinlichkeit, zu Weih- 
nachten ein Paar Schlittschuhe geschenkt zu bekommen, zu 

4 
-=- und die Wahrscheinlichkeit, dafs am ersten Weihnachts- 

8 
feiertag die Eisbahn geöflhet ist, zu -r-- Wieviel Wahr- 
scheinlichkeit hat er dann dafür, dafs beide Ereignisse ein- 
treten, dafs er also am ersten Weihnachtstage mit den 
geschenkten Schlittschuhen auf die Eisbahn gehen kann? 

Es ergiebt sich -= — --=-— = 0,6. 

5 4 5 

3) Beim Werfen einer Münze ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs die Wappen-Seite nach oben fällt, gleich -^. Dann 

ist die Wahrscheinlichkeit, dafs einem dies zweimal gelingt^ 

-1 Jl — Jl 
2 ' 2 ~ 4* 
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Ans dem obigen Satze folgt auch, dafs, wenn w^, w^, 
Wg, . . . Wn die Wahrscheinlichkeitsbrüche für das Eintreffen 
der n Ereignisse E^, E^, £3, . . . E^ sind, das Produkt 

die Wahrscheinlichkeit daftlr angiebt, dafs alle n Ereignisse 
eintreffen. 

Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit, aus einem 

Spiel von 32 Karten mit 8 Treff, 8 Pik, 8 Coeur und 8 

8 1 
Karo eine Karte zu ziehen, die Treff ist, -—-=-—, eine 

24 3 
Karte zu ziehen, die kein Pik ist, ——=-—, eine Karte zu 

00 n Oa 4 

ziehen, die kein Bube ist, —--=—, und eine Karte zu ziehen, 

die kein Afs ist, -^^=—. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, 

dafs man beim viermaligen Ziehen einer Karte aus einem 
Spiel von 32 Karten, zuerst ein Treff, zuzweit kein Pik, 
zudritt keinen Buben und zuviert kein Afs zieht, gleich: 

1 3 7 7 147 ^,, ,, ^ , 

T • T -8- T=lÖ2r = ^'^* = ^^ ^"^"^*- 

Dabei ist vorausgesetzt, dafs man die gezogene Karte 
wieder in die übrigen Karten hineinmischt, ehe man eine 
neue Karte zieht. 



Ebenso hat man zu multiplizieren, wenn es sich um 
die Wiederholung eines und desselben Ereignisses handelt. 
Ist w die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Ereignis eintritt, also 
1 — w die Wahrscheinlichkeit daftlr, dafs es nicht eintritt, 
so ist w^ die Wahrscheinlichkeit daftlr, dafs es zweimal 
eintritt, und (1 — w)® daflir, dafs es zweimal nicht eintritt. 
Ebenso erkennt man, dafs, wenn ein Experiment mit der 
Wahrscheinlichkeit w gelingt, die Wahrscheinlichkeit, dafs 
es dreimal gelingt und zweimal mifslingt, gleich 

w»(l — w)« 

ist. Hier war aber die Reihenfolge der Fälle, in denen 
das Experiment gelingt bezw. mifslingt, genau vorgeschrieben. 
Ist diese Beihenfolge nicht vorgeschrieben, sondern will man 
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die Wahrscheinlichkeit wissen, dafs das Experiment unter 
fünf Malen beliebige drei Male gelingt, zwei Male mifslingt, 
so hat man das Produkt w* (1 — w)^ so oft zu setzen, wie sich 
ftinf Dinge zu je dreien gruppieren lassen, oder, anders 
aufgefafst, wie sich die Begriffe : gelingen, gelingen, gelingen, 
mifslingen, mifslingen, permutieren lassen. Bei beiden Auf- 
fassungen erhält man ttbereinstimmend : 

6.= " 



'8 



3!2I 



als den Faktor, mit dem w*(l — w)' zu multiplizieren ist. 
Oenau so erhält man, wenn es sich um a -f b Experimente 
handelt, von denen a gelingen, b mifslingen: 

/ . vx .. xK (a + b)IW(l — w)^ 
(a + b)a.w'-.(l-w)^= ^ \^^) ^ 

Dieser Ausdruck drückt also allgemein die Wahrschein- 
lichkeit aus, dafs ein Ereignis, das mit der Wahrscheinlichkeit 
w eintritt, in a-f-h Fällen amal eintritt und bmal nicht 
eintritt. Hierfür vier Beispiele: 

1) Die Wahrscheinlichkeit, dafs beim Werfen einer 

Münze die Bildseite nach oben fällt, ist gleich -^. Daraus 

folgt ftlr die Wahrscheinlichkeit, dafs unter sechs Malen, 
wo die Münze geworfen wird, dreimal die Bildseite, drei- 
mal die Wappenseite nach oben fällt, der Wert: 

2) Ftlr die Wahrscheinlichkeit, dafs bei zehnmaligem 
Werfen einer Münze, vier-, fünf- oder sechsmal die Bild- 
seite nach oben fällt, ergiebt sich: 

io..(i)',(l)+i«..(i)'.(i)Vio..(i)'.(i)' 

_ 104+10»+10<i _ 210+252+210 _ 672 _21_ 
~ 2»«' "~ 1024 1024 32 ' 

oder 66 Prozent. 
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3) Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel eine be-^ 

stimmte Zahl, etwa die Zwei zu werfen, ist gleich -^. Dann 

o 

ist die Wahrscheinlichkeit, dafs bei siebenmaligem Würfeln 

einmal die Vier fällt, sechsmal nicht, gleich: 

'^'V6/ \qJ ~ 6' ~ 279936 ""'"^^ 

oder 39 Prozent. 

4) Die Wahrscheinlichkeit, aas einem Spiel Karten Treff 

zu ziehen, ist gleich — . Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, 

bei fünfmaligem Ziehen, einmal Treff nnd viermal nicht 
Treff zu finden, gleich: 

405 



va)'a)'=^ 



1024* 



Femer ergiebt sich für die Wahrscheinlichkeit, dafs 
man mindestens einmal Treff zieht: 

va)'.(i)*+va)'.a)'+v(i)'(i)- 

+va)'.a)'+v(i)- 

_ 5.81 + 10.27 + 10.9 + 5.3 + l_ 781 _^„ß 
- 4* ~ 1024 ~ ^'^^ 

Denselben Wahrscheinlichkeitsbruch hätte man bequemer 
erhalten, wenn man den Bruch berechnet hätte, der die 
Wahrscheinlichkeit ausdrückt, dafs man beim fünfinaligen 
Ziehen einer Karte niemals Treff findet, und den erhaltenen 
Bruch von 1 subtrahiert hätte. In der That ist auch: 

i_/'AV=i 243 _ 781 
V4/~ 1024 ~ 1024 



Im Obigen ist der Weg angezeigt, wie man die Wahr- 
scheinlichkeit dafür finden kann, dafs ein Ereignis, das mit 

der Wahrscheinlichkeit -r- eintrifft, unter 100 Malen, 25 mal 

4 
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eintrifft. Freilich ist die Berechnung der Eombinations- 
zahlen auf elementarem Wege sehr mühsam, sobald a -f- b 
eine grofse Zahl ist. Doch bietet die höhere Mathematik 
Mittel, nm Ausdrücke bequem zu berechnen, welche Kom- 
binationszahlen so enthalten, wie die Formel IV der Über- 
schrift vorschreibt, und wie die obigen Beispiele erkennen 
lassen. Mit Hilfe dieser Mittel erkennt man, dafs die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, dafs ein Ereignis, das mit der Wahr- 
scheinlichkeit -T- eintrifft, unter 100 Malen genau 25 mal ein- 

4 

trifft, zwar recht klein ist, dafs aber die Wahrscheinlichkeit 
dafür, dafs es etwa 25 mal, also z. B. zwischen 20 und 30 
mal eintrifft, der Gewifsheit 1 sehr nahe kommt, und dafs 
die Annäherung an die Gewifsheit um so gröfser wird, je 
gröJüser die Anzahl der Male ist, in denen man das Ereignis 
eintreffen bezw. nicht eintreffen lä&t Allgemeiu ergiebt 
sich, dafs, wenn ein Experiment mit der Wahrscheinlichkeit 
w gelingt, also mit der Wahrscheinlichkeit 1 — w mifslingt, 
es am wahrscheinlichsten ist, dafs es bei n Versuchen genau 

w.n Male gelingt, 
(1 — w ) . n Male mifslingt. 

Freilich ist der Wahrscheinlichkeitsbruch hierfür sehr 
klein, falls n sehr grofs ist. Wenn man aber nicht veriangt, 
dafs das Experiment genau w . n mal gelingt, (1 — w) . n 
mifslingt, sondern für n = 6000 etwa verlangt, dafs es 
6000 w — 50 Male bis 6000 w + 50 Male gelingt, so ergiebt 
sich hierftlr fast Gewifsheit. Man nennt dieses Gesetz 
das Gesetz der grofsen Zahlen. Man kann also z. B. 
bei 6000maligem Werfen eines Wtlrfels zwar nicht sicher 
sein, dafs jede der sechs Zahlen 1 bis 6 genau 1000 mal 
fällt, wohl aber sicher darüber sein, dafs jede Zahl mindestens 
950, höchstens 1050 mal fällt. Ja, man wird, wenn etwa die 
Zahl der Male, wo eine bestimmte Zahl fällt, erheblich unter 
1000 bleibt, zu dem Schlüsse berechtigt sein, dafs der 
Wtlrfel nicht homogen gearbeitet ist, weil man annehmen 
mufs, dafs die Wahrscheinlichkeit, dafs jene Zahl oben zu 

liegen kommt, kleiner als -w- ist. 

[ Man benutzt das Gesetz der grofsen Zahlen, um in 
Fällen, wo es dem Menschen nicht möglich ist, die Wahr- 
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scheiülichkeit fttr das Eintrelffen eines Ereignisses a priori 
zn berechnen, aus der Beobachtung, ^ie oft es eintrifft und 
wie oft nicht, den Wahrscheinlichkeitsbmch a posteriori zu 
entnehmen. So liefert die Statistik der Versieherungs- 
Mathematik*) die Wahrscheinlichkeitsbrttche, welche dieselbe 
braucht. Beispielsweise lehren die Sterblichkeitstafeln, dafs 
unter 10 000 geborenen Kindern 5 404 das dreifsigste Lebens- 
jahr, 4031 das ftlnfzigste Lebensjahr erreichen. Hieraus 
entnimmt die Versicherungs-Mathematik, dafs jemand, der 

30 Jahre alt ist, mit der Wahrscheinlichkeit „ ■^. das 

5404 

fünfzigste Lebensjahr erreicht, und mit der Wahrscheinlichkeit 

1373 
-TÄ7\T "^^^^^^ stirbt. Die für das Versicherungsfach nötigen 

mathematischen Grundlagen findet der Leser im XX. Bande 
dieser Sammlung (Grofsmann, Versicherungs-Mathematik). 



Übungen. 

Unter 24 Personen wird eine für einen be- 
stimmten Zweck ausgelost. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs das Los trifft: 

1) Eine bestimmte Person? 

2) Einen von drei Brüdern, die sich unter den 24 Personen 
befinden? 

3) Einen von den vier Ausländem, die sich unter den 
24 Personen befinden? 

In einer Urne befinden sich 6 weifse, 7 rote, 
11 schwarze Kugeln. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs man beim Herausnehmen 
einer Kugel: 

4) Eine weifse trifft? 

5) Eine rote trifft? 

6) Eine Kugel trifft, die rot oder schwarz ist? 

7) Keine schwarze trifft? 

8) Eine weifse, rote oder schwarze trifft? 



*) Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf das 
Versicherangs wesen findet man in Grofsmanns „Versicherongs-Mathe- 
liiatik** (diese Sammlnng, Band XX). 
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Aas einem Kartenspiel von 32 Karten, das 
von jeder der vier Grnppen Treff, Pik, 
Goenr, Karo 8 Karten enthält, nämlich: Afs, 
Zehn, König, Dame, Nenn, Acht, Sieben, Bnbe, 
wird eine Karte gezogen. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs die gezogene Karte ist: 

9) Ein Treff? 

10) Ein Treff oder Pik? 

11) Eins von den vier Assen? 

12) Ein Afs, ein König oder ein Dame? 

13) Kein Karo? 

14) Kein Bube? 

15) Ein Treff oder ein Bube? 

16) Ein Pik, aber nicht Pik-Bube? 

17) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs man 
mit einem Würfel eine ungerade Zahl würfelt? 



In einer Urne befinden sich 6 weifse und 6 
schwarze Kugeln. Jemand nimmt mit einem Griff 
zwei Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, 

18) Dafs er zwei weifse Kugeln trifft? 

19) Dafs er eine weifse und eine schwarze trifft? 

20) Dafs er keine schwarze trifft? 

Jemand zieht aus einem Spiel von 32 Karten 
drei Karten heraus. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, 

21) Dafs er drei Treff findet? 

22) Dafs er zwei Treff und ein Pik findet? 

23) Dafs er ein Treff, ein Pik und ein Coeur findet? 

24) Dafs er kein Treff findet? 

25) Dafs sich unter den gezogenen drei Karten ein 
Treff, aber auch nur ein Treff befindet? 

26) Dafs sich unter ihnen mindestens ein Treff befindet? 

27) Dafs sich Treff-Bube unter ihnen befindet? 

28) Dafs sich kein Afs unter ihnen befindet? 



60 n. WahrscheinlichkeitsFecluiimg:. 

29) Mindestens ein Afs und mindestens ein König 
befindet? 

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit^ mit 
drei Würfeln so zn würfeln, 

30) Dafs alle drei Zahlen gleich werden? 

31) Dafs zwei Zahlen gleich, die dritte von ihnen ver- 
schieden wird? 

32) Dafs alle drei Zahlen verschieden werden? 

33) Dafs einer von den soeben genannten drei Fällen 
eintrifft? 

34) Dafs die Augensmnme 3 beträgt? 

35) Dafs die Ängensamme 7 beträgt? 

36) Dafs die Augensmnme mehr als 12 beträgt? 

37) Dafs die Angensumme weniger als 7 oder mehr als 
14 beträgt? 

38) Pasch (drei gleiche Zahlen) oder Sequens (drei 
aufeinanderfolgende Zahlen) erscheint? 

39) Jeder der drei Würfel eine gerade Zahl zeigt? 

40) A wettet gegen B, dafs er mit zwei Würfeln mehr 
als sieben würfeln wird. A setzt 1 Mark dabei als Eintatz. 
Wieviel darf B nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung da* 
gegen setzen? 

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, mit 4 
Würfeln so zu würfeln, dafs: 

41) Die vier Zahlen gleich werden? 

42) Drei Zahlen gleich werden, die vierte von ihnen 
verschieden? 

43) Zwei gleiche Zahlen auf zwei Würfeln und zwei 
andere gleiche ^Zfahlen auf den beiden andern Wtlrfeln er- 
scheinen? 

44) Zwei Würfel gleiche Zahlen zeigen, der dritte 
Würfel eine von ihnen verschiedene Zahl zeigt und der 
vierte Würfel eine neue dritte Zahl zeigt? 

46) Alle vier Zahlen verschieden werden? 

46) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, mit 6 Würfebi 
so zu würfeln, dafs alle sechs Zahlen verschieden werden? 



§ 8. Elemente der Wahrscheinliclikeitsrechiiiiiig. 61 

Beim Skatspiel*) erhält von drei Spielern jeder 
zehn Karten^ und zwei Karten werden (in den Skat) 
zurückgelegt Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs man in die Hand bekommt: 

47) Die vier Buben? 

48) TreflF-Bube, Pik-Bube, Coeur-Bube, nicht Karo- 
Bube, und irgend welche vier von den übrigen 7 TreflF? 

49) Treff-Bube, Pik-Bube und dazu acht beliebige 
Karten, nur nicht Coeur-Bube und Karo-Bube? 

50) Nur einen Buben, sonst beliebige neun Karten? 

51) Von den Buben nur Treff und Pik, von Assen 
irgend welche zwei, die übrigen sechs Karten sonst beliebig? 

52) Keinen Buben und kein Afs ? 

53) In irgend welchen zwei von den vier B^arten- 
Gattungen Afs und Zehn, sonst aber kein Afs und keine 
Zehn? 

Wie oft kommt es bei 100 Fällen durch- 
schnittlich vor, dafs beim Skatspiel (vergl. oben) 
im Skat liegen: 

54) Zwei Buben? 

55) Nur ein Bube? 

56) Kein Bube? 

57) Zwei Asse? 

58) Irgend ein Afs und irgend eine Zehn? 

59) Jemand findet beim Skatspiel (vergl. oben) unter 
seinen zehn Karten keinen Buben vor. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs im Skat mindestens ein Bube liegt? 

60) Jemand hat beim Skatspiel (vergl. oben) zwei 
Buben in die Hand bekommen. Er will gern Grand spielen, 
erkennt aber, dafs er ihn nur gewinnen kann, wenn die 
andern Buben nicht beide bei einem seiner Gegner sitzen. 
Wie viel Prozent beträgt die Wahrscheinlichkeit, dafs dieser 
für den Spieler günstige Fall eintritt? (Man beachte, dafs 
es sich um die Verteilung deijenigen 22 Karten handelt, 



*) Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnimg auf das 
Skatspiel findet man ansf ührlich in Schuberts „Mathematischen Mufse- 
standen"« (Leipzig 1900), Band II, Abschnitt II, § 2. 
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die der Spieler nicht erhalten hat, und dafs dieselben sich 
auf die beiden Gegner und den Skat verteilen.) 

61) In einer Urne befinden sich a weifse, b schwarze, 
c rote Engeln. Jemand nimmt a-\- ß-\-y Engeln heraus. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs von ihnen a weifs, 
ß schwarz, y rot sind? 

62) Ans einem Beutel, der 6 weifse und 6 schwarze 
Bohnen enthält, soll jemand beliebig viele (1 bis 12) Bohnen 
herausgreifen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
er ebensoviel schwarze wie weifse Bohnen fafst? 

63) In einer Stadt von 50 000 Einwohnern giebt es 50 
Herren, die Meyer heifsen. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs man in dieser Stadt bei einer Herrengesell- 
schaft von 20 Personen mindestens einen trifft, der Meyer 
heifstP (Logarithmisch in Grenzen zu berechnen.) 

64) Jemand weifs, dafs vier seiner Freunde Eajttts- 
Passagiere erster Elasse auf einem Hamburg-Amerikanischen 
Dampfer sind, und liest in der Zeitung, dafs dieser Dampfer 
Havarie erlitten ^hat, und dafs dabei von den 18 Eajttts- 
passagieren erster Elasse fünf ertrunken sind. Wie grofs 
ist ihm die Wahrscheinlichkeit, dafs keiner der vier Freunde 
ertrunken ist? 

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
das Produkt zweier Zahlen: 

65) Mit endigt? 

66) Mit 5 endigt? 

67) Mit 2, 4, 6 oder 8 endigt? 

68) Mit 1, 3, 7 oder 9 endigt? 

69) Gerade ist? 

70) Ungerade ist? 

71) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs das 
Produkt dreier Zahlen gerade ist? 

72) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs das 
Produkt von vier Zahlen gerade ist? 



73) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem 
Würfel erst 6 Augen und dann 5 Augen zu würfeln? 
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74) Jemand würfelt zweimal nacheinander. Welche 
Wahrscheinlichkeit hat er, erst eine gerade Zahl und dann 
eine ungerade Zahl zu würfeln? 

75) Jemand besitzt in zwei Lotterieen je ein Los. In 
der ersten kommen auf 100000 Lose 25 000 Gewinne, in 
der andern auf 80000 Lose 30 000 Gewinne. Wie grofs 
ist für ihn die Wahrscheinlichkeit, mindestens in einer der 
beiden Lotterieen zu gewinnen? 

76) Jemand zieht aus einem Spiel von 32 Karten drei- 
mal eine Karte, indem er immer die gezogene Karte nicht 
wieder hineinmischt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs er jedesmal eine schwarze Karte (Tre£f oder Pik) zieht? 

Ein Würfelspiel zwischen zwei Personen A und 
B besteht darin, dafs derjenige gewinnt, der zuerst 
die Sechs würfelt A fängt an, zu würfeln. Welche 
Wahrscheinlichkeit hat B, das Spiel zu gewinnen, 
indem er die Sechs würfelt: 

77) Das erste Mal, wo er zu würfehi hat? 

78) Das zweite Mal, wo er zu würfeln hat? 

79) Das erste oder zweite Mal, wo er zu würfeln hat? 

80) Das dritte Mal, wo er zu würfeln hat? 

81) Ehe er zum vierten Male würfelt? 

82) Von zehntausend Geborenen erleben das 19. Lebens- 
jahr 5953, das 44. 4526, femer das 33. 5245, da« 58. 
3242 Personen. Wie grofs ist demnach die Wahrscheinlich- 
keit, dafs ein Ehepaar, von dem bei der Verheiratung der 
Mann 33, die Frau 19 Jahr alt sind, seine silberne Hoch- 
zeit feiern kann? 

Fünf Ereignisse treffen beziehungsweise 
mit den Wahrscheinlichkeiten Wj, w,, Wg, w^, w^ 
ein. Wie grofs ist demnach die Wahrschein- 
lichkeit, 

83) Dafs das erste und dritte Ereignis eintrifit, die 
übrigen nicht? 

84) Dafs eins der Ereignisse eintrifft, die übrigen nicht? 

85) Dafs irgendwelche zwei von den Ereignissen ein- 
treffen, die übrigen nicht? 
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86) Für einen Kurier, der ans einer belagerten Festung 
eine wichtige Nachricht an die Entsatz-Armee zu bringen 
hat, beträgt die Wahrscheinlichkeit, die Reihen der Belagerer 

unbehelligt zu passieren, -=-. Wieviel Kuriere müssen 

mindestens abgesandt werden, damit die Wahrscheinlichkeit, 

dafs wenigstens ein Kurier unbehelligt durchkommt, um die 

g 

Nachricht zu überbringen, den Wert ^ erreicht oder übersteigt? 

87) Wenn von n Karten, die nacheinander an zwei 
Personen A und B vergeben werden, A die erste, B die 
zweite, A dann die dritte, B die vierte u. s. w. erhält, und 
wenn derjenige gewinnen soll, der zuerst eine von gewissen 
n — V Karten erhält, während jede der übrigen v Karten 
keinen Gewinn bringen soll, so erhält man für die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs zuerst A eine der Gewinn bringenden 
Karten erhält: 

Wa = (n — v)|— + ^^? \-^ h---T 

wo die Indices Kombinationszahlen andeuten. Dagegen be- 
trägt die Wahrscheinlichkeit, dafs B eine der Gewinn 
bringenden Karten erhält: 

w. = (n-v)[^^- + ^ + ^ + ..,J. 

Beweise diese beiden Resultate. 

88) Wenn, statt vrie in No. 87 zwei Personen, es 
m Personen sind, die nacheinander n Karten bekommen, 
von denen n — v Gewinn bringen, so ergiebt sich für die 
Wahrscheinlichkeit, dafs die erste Person das Spiel gewinnt, 
indem sie zuerst eine der Gevrinn bringenden Karten 
erhält, der Ausdruck: 

(n-^v)r-^: I Ie___j . ^g" I 1 

^ ai.Ui ^(m + l).n„+i^(2m+l).na«+i^"J- 

Beweise dies. 

89) Um beim Skatspiel zu bestimmen, wer zuerst Karten 
geben soll, ist die folgende Methode üblich. Ein beliebiger 
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^er drei Mitspieler nimmt die 32 Karten, giebt dem links 
Ton ihm sitzenden Spieler die erste Karte, dem dann 
folgenden die zweite, sich selbst die dritte, und so fort. 
Derjenige mnfs dann die Karten verteilen, bei dem zuerst 
«in Bnbe hinfällt. Man erkennt schon ohne weiteres, dafs 
A^, welcher die erste Karte erhält, mehr Chancen hat, geben 
^u müssen, als A^, welcher die zweite Karte erhält, und 
•dieser wieder mehr als A3, welcher die dritte Karte erhält. 
Um nun die Chancen rechnerisch genau angeben zu können, 
liaben wir nur die Formel von No. 88 anzuwenden. Berechne, 
dafs sich für A^, A^, Ag die folgenden Wahrscheinlichkeits- 

brüche ergeben: ^..^^^ oder 38 Prozent, ^^.. r- oder 

10440 ^'^^^^ ööyoü 

53 Prozent, ^^^^^ oder 29 Prozent. 

öoyoü 



Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
l)ei yiermaligem Werfen einer Münze nach 
oben fällt: 

90) Das erste Mal die SchriMäche, die drei anderen 
Male die Bildfläche? 

91) Die beiden ersten Male die Bildfläche, die beiden 
letzten Male die Schriftfläche? 

92) Irgendwelche zweimal die Bildfläche? 

93) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, bei fünf- 
maligem Würfeln einmal die Drei, viermal nicht die Drei 
zu werfen? 

94) Ein Versuch gelingt mit der Wahrscheinlichkeit -^ 

o 

und es werden 9 Versuche angestellt. Dann ist anzunehmen, 
dafs das Gelingen von 3 Versuchen und Mifslingen von 
6 Versuchen wahrscheinlicher ist, als dafs mehr oder 
weniger als drei Versuche gelingen. Prüfe dies durch die 
zu bestimmenden zehn Brüche rechnerisch. 

95) Die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Experiment gelingt, 

beträgt -^. Wie hoch kann man gegen 1 Mark wetten, 

dafs von 20 Malen, wo das Experiment gemacht wird, es 
8, 9, 10, 11 oder 12 mal gelingt? 

Sehnbart, Nieder« iLnalygie. 5 
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96) Die Oesohioklichkeiten zweier Saltaspieler A and 
B yerhalten sich wie 2 zu 1, d. h. von drei Partieen gewinnt 
A durchschnittlich zwei, B eine. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs von 6 Partieen A mindestens drei gewinnt? 



I 



§ 9. Foree-mi^enre-Probleme. 

Wa = [(a + /?-l)« + (a + /?-l)a + i+... 

Wb = [(a + /?— lV + (a + /?— 1V + 1+... 
+ (a + /5?- !)« + .,_ J:2« + /»-^ 

Die französischen Mathematiker Fermat und Pascal be- 
gründeten um 1650 die Wahrscheinlichkeitsrechnung, indem 
sie die Lösung eines Problems von folgender Art erörterten. 
Zwei Spieler A und B zahlen beide einen gleichen Einsatz 
und verabreden, dafs derjenige, der zuerst 5 Spiele gewonnen 
hat, den Gesamteinsatz erhalten soll. Die Wahrscheinlich- 
keit, ein Spiel zu gewinnen, sei für A und für B gleich 

grofs, also für jeden -^. Nachdem nun A nur vier Spiele, 

B nur drei Spiele gewonnen hat, tritt eine solche Katastrophe 
ein, dafs an eine Beendigung der Spielserie nicht mehr zu 
denken ist. Es fragt sich, in welchem Verhältnis der Ein- 
satz zu teilen ist. Dafs A mehr zu beanspruchen hat als 
B, ist klar, da er dem verabredeten Ziele, ftlnf Spiele zu 
gewinnen, näher gekommen war als B. Bei oberflächlicher 
Beurteilung könnte man daran denken, den Einsatz im Ver- 
hältnis der Anzahlen der gewonnenen Spiele, also wie 4 zu 
3, zu teilen. Dafs dies aber nicht richtig sein kann, ersieht 
man daraus, dafs dann dasselbe Verhältnis ja auch zu 
nehmen wäre, wenn die verabredete Zahl der zu gewinnenden 
Spiele 100 statt 5 betrüge, während doch dann A dem Ziele 
bei weitem nicht so nahe gekommen wäre, also das eine 
Spiel, das A mehr als B thatsächlich gewonnen hat, bei 
weitem nicht so ins Gewicht fallen könnte. Dafs das 
richtige Teilungsverhältnis nicht 4 zn 8, sondern 3 zu 1 
ist, ergiebt sich auf folgende Weise. Wenn weitergespielt 
würde, so mtlfste der Einsatz in zwei Fällen an A fallen. 
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erstens, wenn er das achte Spiel gewönne, zweitens aber 
auch, wenn er das achte Spiel verlöre, dafür aber das 
nennte gewönne. Da nun die Wahrscheinlichkeit, ein Einzel- 
spiel zu gewinnen, ^ ist, nnd, es zu yerfieren, auch 4- H 

SO ergiebt sich für A die Wahrscheinlichkeit, den Einsatz 
zu erhalten, gleich 

2 "^ 2 ' 2 — 4' 

Eine Bestätigung finden wir dadurch, dafs wir für B 
die Wahrscheinlichkeit, den Einsatz zu gewinnen, berechnen. 
B kann nur gewinnen, wenn er sowohl das achte als auch 
das neunte Spiel gewinnt. Hierfür ergiebt sich aber die 
Wahrscheinlichkeit : 

2 ' 2 "" 4" 

Der Umstand, dafs die Summe der erhaltenen Brüche 

3 1 

-j- und — gleich 1 ist, ergiebt die gewünschte Bestätigung. 

Da sich die Teile, die A und B von dem Einsatz zu erhalten 

haben, verhalten müssen, wie die Wahrscheinlichkeiten für 

3 1 

das Gewinnen der Spiel-Serie, so ergiebt sich -j- zu — , 

d. h. 3 zu 1 als das gesuchte Teilungsverhältnis. Sehr viel 
komplizierter wird die Berechnung, wenn A und B zur Zeit, 
wo force majeure eintritt, dem verabredeten Ziele noch femer 
sind. Halten wir dann die Zahl 5 als die verabredete Zahl 
der zu gewinnenden Spiele fest, nehmen aber an, A habe 
erst 3 Spiel6, B erst 1 gewonnen, als eine Katastrophe die 
Spielserie unterbrach. A kann dann den Einsatz in zehn 
Fällen gewinnen. Diese zehn Fälle unterscheiden wir am 
einfachsten dadurch, dafs wir, der Reihe nach, die Male, 
wo A gewinnt, mit a, die Male, wo B gewinnt, mit b be- 
zeichnen, sodafs also z. B.: 

babba 

bedeutet, dafs B das erste, dritte und vierte Mal gewinnt, 
während A das zweite und fünfte Mal, und demzufolge die 
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ganze Spielserie gewinnt. Für A sind günstig die folgenden 
zehn Fälle: 

a a, a b a, a b b a, a b b b a, 

baa^ baba, babba, 

bbaa, bbaba, 

b b b a a. 

Enthält eine solche Zusammenstellung pmal einen der 
Buchstaben a oder b, so ist der zugehörige Wahrschein- 
lichkeitsbruch: 

(1)' 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs A die Spielserie gewinnt, 
ergiebt sich daher aus der ifolgenden zehngliedrigen Summe: 

a)'+a)'+(i)'+ay 



+(i)*+(i)'+a) 



^ 2» + 2 . 2' + 3 . 2^ + 4 . 2^ _ 26 _ 13 
~ 2» ~ 32 ~ 16* 

Eine Eontrolle der Berechnung erhalten wir dadurch, 
dafo wir die Wahrscheinlichkeit dafür berechnen, dafs B die 
Spielserie gewinnt. Für B sind die folgenden fünf Fälle 
günstig: 

bbbb, bbbab, bbabb, babbb, abbbb. 

Daher ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
gleich: 

(i)*+a)'+ay+(i)'+(iy 



^ 2' + 4.2*> _ 6 _ 3 _ 



13 
2» ■~82~16~* 16' 
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Bei diesem zweiten Beispiele ist also der Spiel-Einsatz 
im Verhältnis 13 zn 3 zn teilen. 

Um die solche Probleme lösende allgemeine Formel zn 
finden, nehmen wir an, dafs c die Anzahl der Einzelspiele 
sei, die A oder B gewonnen haben müssen, nm den ganzen 
• Einsatz zn bekommen, und dafs A schon a Spiele, B schon 
b Spiele gewonnen habe, als force majeure eintrat, wo a 
und b natürlich beide kleiner als c sein müssen. Es ist dann 
einfacher, die Zahl c — a = a der Spiele einzuführen, die 
A noch zu gewinnen hätte, um das Ziel zu erreichen, und 
ebenso die Zahl c — h = ß der Spiele, die B noch zu ge- 
winnen hätte, um den Einsatz zu bekommen. Dann erkennen 
wir, dafs A die Spielserie erstens gewinnt, wenn er nach- 
einander a mal gewinnt. Zweitens gewinnt A, wenn er 
unter den ersten a Malen a — 1 mal gewinnt und einmal 
verliert, aber dann das (a -f- l)-te Mal gewinnt. Hiemach 

erhalten wir, da -^ die Wahrscheinlichkeit sowohl für das 

Gewinnen als auch für das Verlieren ist, zunächst: 



(1)"+«— (t) 



1 



wo der Faktor aa—i deshalb gesetzt ist, weil A unter den 
ersten a Malen irgendwelche a — 1 Male gewinnen kann. 
Drittens gewinnt A, wenn er unter den ersten a -f* 1 Malen 
a — 1 mal gewinnt, und zweimal verliert, aber dann das 
(a-f-2)-te Mal gewinnt. Da es gleichgültig, welche 
a — 1 Male es sind, wo A unter den ersten a-\-l Malen 
gewinnt, so ist (a-f-l)a-i der Koeffizient, mit welchem 

-p- 1 zu multiplizieren ist. Hiemach ist das Gesetz, das 

die aufeinanderfolgenden Glieder der zu berechnenden Summe 
befolgen, erkennbar. Da A höchstens ß — 1 mal verlieren 
darf^ wenn nicht der Gewinn der Spielserie B zufallen soll, 
so mufs das letzte Glied der Summe, die für A die Gewinn- 
Wahrscheinlichkeit ausdrückt, sich auf den Fall beziehen, 
dafs unter den ersten a -f- /? — 2 Malen A a — 1 mal, 
B ß — 1 mal gewinnt, und dafs darauf beim {cc-{-ß — l)-ten 
Spiel A gewinnt. Demnach ergiebt sich fllr die Wahr- 
scheinlichkeit Wa, dafs A die Spielserie gewinnt, folgendes: 
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woraus man erhält: 

2*« + /»- 1 . Wa = 2/» -1 + «1 . 2/» + (a + 1), . 2/^ + 1 
+ (a + 2)8.2/» + 2 + ...(« + ^_2)^_,.20. 

Die rechte Seite dieser Gleichnng stimmt aber mit der 
rechten Seite der in § 4 bewiesenen Formel VIII ttberein, 
wenn h = ß — 1, SL = a-\-ß — 1 gesetzt wird. Also ergiebt 
sich, gemäfs der citierten Formel: 

2«+/'-i.Wa=(a+/?-l)o+(a+/?-l)i+...+(«+/?-l)/J-i 
oder: 

^ (a + /g-l)o + (a + /g-lX + >>> + (« + /^-lV- i 

Vertaoscht man nun a nnd ßj so mnfs sich hieraus die 
Wahrscheinlichkeit Wb dafür ergeben, dafs B die Spielserie 
gewinnt. Man erhält demgemäfs: 

Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeitsbrüche w« 
und Wb mufs 1 (Gewifsheit) ergeben. Dies erkennt man, 
wenn man den Zähler des Wb darstellenden Bruches nach 
der Formel I des § 4 umformt. Dadurch erhält man: 

_ (a+/g-l),+^,,+(a+ /g -lU^,,+...+(a+/?-lV 

Darch Addition erhält man nun: 

w»-t-Wb — 2«+7^^i 

(a+i!^-lV+... + (a+/g-lU^_, _(l+ir+^-i_ 
"T" 2« + /*-i 2« + /*-^ ~ ' 

da der Zähler des Wa-f-Wb gleichgesetzten Bruches die 
binomische Entwickelung (§ 5) von 1 4~ ^ darstellte. 
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Es erübrigt, die entwickelten allgemeinen Formeln für 
Wa und Wb auf die beiden im Eingang gegebenen Beispiele 
anzuwenden. Im ersten dieser Beispiele ist a = 1, /9 = 2» 
Daher: 

2o + 2, 3 2o 1 

wa— 2« ~4'^"~2«~4' 

Im zweiten Beispiele ist a = 2, /? = 4. Daher : 

^ _ 5o + 5i + 5, + 53 _ 26 _23^. 

2* ■ 32 16' 

__5oJ^__6^___3_ 
^ 2* 32 16' 

Drittens habe A zur Erreichung des verabredeten Zieles 
noch 5 Spiele, B noch 6 Spiele zu gewinnen, als force 
majeure eintrat und der Einsatz geteilt werden sollte. 
Dann ergiebt sich: 

_ IOq + 10^ + IO3 + IO3 + 10, + IO5 ^ 638 ^ 319 

2^* 1024 512 

oder 62 Prozent; 

^ IOq + 10^4- 10^ + 103 + 10, ^ 386 _ 193 
^^ 2^<> ~ 1024 ~ 512 

oder 38 Prozent. 

Viertens habe A nötig, noch 2 Spiele, B aber noch 
9 Spiele zu gewinnen, um so den ganzen Einsatz zu erhalten, 
als die jähe Spielunterbrechung stattfand. Dann ist der 
Einsatz im Verhältnis w« zu Wb zu teilen, wo w« und Wb 
sich in folgender Weise aus der oben aufgestellten Formel 
ergeben: 

w. = (lOo + 10, + 10, + IO3 + 10, + 10, + 10. + 10, 

+ 103):2^« = 1013:1024; 
Wb = (lOo + 10,) : 2^® = 11 : 1024. 

Hiemach hat also A fast 99 Prozent, B wenig über 
1 Prozent von dem Einsatz zu beanspruchen. 

Aus den gegebenen Beispielen erkennt man, dafs, wenn 
der Unterschied der noch zu gewinnenden Spiele bei A und 
B wächst, noch schneller der Unterschied der Wahrschein- 
lichkeitsbrttche wächst. t 
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Übungen. 

1) Zwei Brttder verabreden ein Würfelspiel mit einem 
Würfel derartig, dafs derjenige vom andern 1 Mark gewinnen^ 
soll, der znerst 6mal eine gerade Zahl gewürfelt hat. Nach- 
dem der ältere Bmder 4mal, der jüngere Bmder 3mal eine 
gerade Zahl gewürfelt hat, beschlief sen sie, au&ohören, 
und nach Mafsgabe der schlechteren Annäherung an das^ 
Ziel sollte der jüngere Bruder an den älteren zahlen. Wie- 
viel hatte er zu zahlen? 

2) Eine Spielserie, bei der jedes Einzelspiel mit der 

Wahrscheinlichkeit -^ gewonnen wird, wird unterbrochen,. 

als der erste der beiden Spieler noch 3, der zweite 4 Spiele 
zu gewinnen hatte, ehe der Einsatz von 6 Mark für die 
Spielserie von einem der beiden Spieler gewonnen sein 
sollte. Wie sind die 6 Mark unter die beiden Spieler 
zu verteilen? 

3) Beweise, dafs, wenn beide Spieler bis zur Er- 
reichung des Ziels noch gleichviel Spiele der Serie zu 
gewinnen haben, die Wahrscheinlichkeit des Gewinns der 

1 
Serie für jeden -^ beträgt, vorausgesetzt, dafs jedes Einzel- 

^ 1 

spiel mit der Wahrscheinlichkeit -^ gewonnen wird. 

4) Wenn die Wahrscheinlichkeit , ein Einzelspiel zu 
gewinnen, p beträgt, es zu verlieren, also 1 — p beträgt, 
und wenn der Spieler A noch a, B noch ß Einzelspiele zu^ 
gewinnen hat, ehe er die Spielserie gewonnen hat, so be- 
trägt die Wahrscheinlichkeit w« des Gewinns der ganzen 
Serie für A: 

w.=p«[(a-l)a-i+aa-i.(l-pr+(a+l)«-i(l— pr+..^ 

+ (a + /9-2)a_i.(l-py'-i]. 

Dagegen beträgt sie für B: 

Wb = (i-p)^[0?-iV-i+/?^-i.p^+(/^+iV-.i-p'+-.^ 

Beweise diese beiden Resultate. 

g 

5) Berechne nach No. 4 w» und Wb für p = — ^ 
« = 2, /?=3. ^ 
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6) Beweise dmeh BekniBOiisfoimdii, dab die in No. 4 
w. imd Wv gleidigeaetzteii AiudifldLe die Summe 1 haben. 

7) Für drei Spieler A, B, C betrigt die Wahrsehein- 

1 
liehkei^ ein Einzelspiel zu gewinnen, je -^, Sie ver^ 

abreden eine Spielserie derartig, dab deijenige den Einsatz 
Yon 270 Mark gewinnen soIUe, der zuerst 4 Spiele gewonnen 
hat Als aber A erst ein Spiel, B zwei Spiele, C drei 
Spiele gewonnen hat, wird die Spielserie jäh unterbrochen. 
In welchem Verhältnis ist der ^satz von 270 Mark za 
verteilen? 

8) Bei drei Spielern A, B, C betrage die Wahrschein- 
lichkeit, ein Einzel^iel za gewinnen, beziehungsweise a, b, c. 
Femer habe A noch a, B noch ßj C noch y Spiele zu 
gewinnen, ehe die Spielserie als gewonnen gilt Dann ist 
für A die Wahrscheinlichkeit, die Spielserie zu gewinnen, gleich 

a« y, h' . c^(g + V -f w — 1) ! 

(a— 1)! '^ v!w! ' 

wo die Snmme über alle Paare von ganzen Zahlen von 
v = nnd w = bis Y = ß — 1 und w = y — 1 zu er- 
strecken ist Beweise dies. 
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Wi 



Ui = 



Wj -[- Wj -|- Wg -j- . . . -f- Wb 



In drei Urnen A, B, G befinden sich beziehungsweise 
a, b, c weifse Kugeln, überhaupt aber befinden sich in jeder 
der drei Urnen n Kugeln. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, 
aus der Urne A, B, C eine weifse Kugel zu ziehen, be- 
ziehungsweise: 

a b c 



n' n' n 



Nun entnimmt die Person P, in Abwesenheit der Person Q, 
aus einer der drei Urnen eine Kugel, die sich als eine weifse 
ausweist Es fragt sich nun, mit welcher Wahrscheinlichkeit 
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Q nachher anznnehmen hat, dafs die gezogene weilse Kngel 
der Urne A oder der Urne B oder der Urne C entnommen 
ist. Es ist klar, dafs die gesuchten drei Wahrscheinliohkeits- 
brüche sich verhalten müssen 

.ab c 
wie — zu — zu — :, 
n n n 

also auch: 

wie a zu b zu c. 

Es ist aber auch klar, dafs die Summe der drei ge- 
suchten Brüche 1 sein mufs, da die gezogene weifse Kugel 
mit Notwendigkeit aus einer der drei Urnen stammen mufs. 
Wir haben daher die Zahl 1 im Verhältnis a : b : o zu teilen. 
Wir erhalten also: 

a b c 

a-f-b-f-c' a-{-b-|-c' a-}-b + c 

als die drei Brüche, welche die Wahrscheinlichkeit dafür 
ausdrücken, dafs die gezogene weifse Kugel beziehungsweise 
der Urne A, B, oder C entstammt. Wenn man Zähler und 
Nenner jedes dieser drei Brüche durch n dividiert, so er- 
hält man: 

Wa Wb Wo 



Wa + Wb + Wc' W» + Wb + We' W. + Wb + ^c ' 

WO Wa, Wb, Wo die Wahrscheinlichkeiten dafür bedeuten, dafs 
eine beziehungsweise aus den Urnen A, B, G gezogene Kugel 
weifs ist. 

Dieses Beispiel läfst die Sichtigkeit des folgenden all- 
gemeinen Satzes erkennen: Wenn ein eingetretenes Er- 
eignis n verschiedene Ursachen 

^If *^f> ^8> • • * ^'^ 

haben kann, und das Ereignis durch die alleinige 
Wirkung der Ursache U^ mit der Wahrscheinlich- 
keit Wi eintritt, durch Ug mit der Wahrscheinlich- 
keit w, u. s. w., so ist, wenn das Ereignis wirklich 
eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit ui dafür, 
dafs die Ursache Ui es bewirkt hat: 

Wi 



^1 + ^2 "f" ^8 + • • • + Wn ' 
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Mit Hilfe dieses allgemeinen Satzes kann man zunächst 
das folgende Problem lösen. Angenommen, jemand wisse 
von den in einer Urne befindliehen Engeln nur, dafs ihre 
Anzahl n ist, aber nicht, welche Farbe dieselben haben. Er 
zieht eine Engel heraus, und es stellt sich heraus, dafs 
dieselbe weifs ist. Es fragt sich dann, wie grofs die 
Wahrscheinlichkeit dafür sei, dafs die Urne p weifse Engeln 
enthalte, wo p ^ n sein mufs. Das Ziehen der weifsen 
Engel kann n Ursachen haben, indem die Urne eine, zwei, 
drei u. s. w. bis n Engeln entiialten haben kann. Die n 
Ursachen bewirken das Ereignis mit den Wahrscheinlich- 
keiten: 

J_ A A A Ji 
n' n' n n' n 

Daher ist die Wahrscheinlichkeit Ui, dafs die Urne, aus 
der die weifse Engel gezogen ist, i weifse Eugeln enthalte, 
gleich : 

1 

n i 



1 _L 2 , 3 _L 1^ 1 + 2 + 3 + .. . + n* 
n ' n ' n ' ' n 

Die Summe aller Zahlen von 1 bis n beträgt aber nach 

§ 4 : -jr- n (n + 1). Daher ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 

dafs die Urne eine, zwei, drei u. s. w. bis n Eugeln enthalte, 
beziehungsweise gleich: 

12 3 n 



i-n(n + l) yn(n + l) -^n(n+l) yn(n+l) 

Diese Besultate kann man verwerten, um auch das 
folgende Problem zu lösen: Jemand weifs nur, dafs in einer 
Urne n Eugeln sind, aber nicht, wieviel weifse sich darunter 
befinden. Er hat eine Engel gezogen und dieselbe erwies 
sich als weifs. Wie grofs ist ihm die Wahrscheinlichkeit, 
•dafs, wenn er nochmal eine Engel herauszieht, dieselbe wieder 
weifs ist? Um dieses Problem zu lösen, beachten wir, dafs, 
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wenn die Urne i weifse Kugeln enthält, die Wahrsoheinlich- 

keit, eine weifse zu ziehen, gleich — wird. Wir erhalten 

also ftlr den Fall, dafs i weifse Kugeln in der Urne sind, als 
Wahrscheinlichkeit, dafs eine zweite gezogene Kugel wiederum 
weifs ist, das Produkt der beiden Wahrscheinlichkeitsbrtlche 

• • 

und 



Wir haben also in dem Produkte 

i« 



yöMn + l) 



fttr i nacheinander die Zahlen 1, 2, 3, . . . bis n zu setzen,, 
und die erhaltenen Brüche zu addieren. So ergiebt sich: 



2 



18^2^ + 3^ + . .. + n 
yn^n + l) 

Nun ist aber in § 4 die Summe der Quadratzahlen 

von 1^ bis n* gleich -^n (n -|-- 1) (2n + 1) gefunden. Folglich 

erhalten wir für die Wahrscheinlichkeit, dafs, nachdem eine 
weifse Kugel aus einer Urne gezogen ist, eine zweite 
gezogene Kugel wiederum weifs ist, den Ausdruck: 

ln(n + l)(2n+l) ^^^i 



Wenn man in den gefundenen Wahrscheinlichkeitsbruch 
der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, . . . n einsetzt, so erhält 

man Brüche, die, mit -r- beginnend, sich mehr und mehr 

2 
dem Bruche -q- nähern, wie man aus 

o 
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3n 3 

erkennt. Unser Resultat lantet also: Wenn aas einer 
Urne, von der man nicht weifs, wieviel Engeln 
sie enthält, geschweige denn, wieviel weilse 
sie enthält, eine Engel herausgezogen ist, die 
weifs ist, so ist, nachdem dieselbe wieder 
hineingelegt ist, mindestens 2 Mark gegen 
1 Mark zu wetten, dafs beim nochmaligen 
Greifen in die Urne die Farbe der ergriffenen 
Engel wiederum weifs ist. 



Wir nehmen nunmehr an, dafs die zuerst gezogene 
weifse Engel nicht wieder in die Urne zurückgelegt ist. 
Dann erhdten wir durch dieselbe Überlegung: 

a a — 1 

für die Wahrscheinlichkeit, dafs a weifse Engeln in der 
Urne waren und zugleich beim zweiten Griff wieder eine 
weifse Engel gefafst wird. Für dieses Produkt können wir 
aber schreiben 

a(a-l) 

2 4.8, 



(n — 1) n (n + 1) (n — 1) n . (n + 1) * 

Setzen wir nun wieder für a der Reihe nach die Zahlen 
von 1 bis n ein, und addieren die erhaltenen Quotienten, 
so erhalten wir: 



4)der: 



4.(2, + 3a+4,... + n,) ^ 4.(n + l)3 
(n — 1 ) n (n + 1 ) (n — 1 ) n (n + 1 ) 

4.i-(n + l)n(n-l) ^ 
(n — l).n(n + l) ""T* 
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In diesem Falle ist also die Wahrscheinlichkeit, unab- 
hängig von der Gesamtzahl der in der Urne befindlichen 

2 
Engeln, gleich — . Wenn man also von den Farben und der 

ö 

Anzahl der in einer Urne befindlichen Engeln gar niehts 
weifs, so kann man, nachdem eine weifse Engel heraus- 
gezogen und nicht wieder in die Urne zurückgelegt ist, 
2 gegen 1 wetten, dafs die nächste Engel, die man greift^ 
wieder weifs ist. 



Bisher haben wir nur die Fälle betrachtet, in denen 
yorausgesetzt ist, dafs nur einmal eine Eugel gezogen 
?war, als eine zweite gezogen werden sollte. Wir dehnen 
jetzt das Problem auf den Fall aus, dafs schon zwei oder 
mehr Engeln gezogen waren, die alle weifs waren, und 
dann die Wahrscheinlichkeit berechnet werden soll, dafs die 
von neuem gezogene Eugel wiederum weifs ist Dabei 
unterscheiden wir wieder, ob die jedesmal gezogene Eugel 
wieder in die Urne gelegt wird oder nicht. Zuerst nehmen 
wir an, dafs sie wieder hineingelegt wird, und dafs zwei 
weifse Engeln gezogen waren, als eine dritte Eugel ge- 
zogen werden sollte. Dann erhalten wir ftlr die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs das Weifssein von zwei gezogenen Engeln 
darin seinen Grund hat, dafs a weifse Engeln in der Urne 
waren, den folgenden Ausdruck: 



(r) 



2 



a' 



(i)'+(i)'+..a) 



2 12^2^ + 3« + . ..n 



2 



oder: 

a^ 



i-n(n + l)(2n + l) 



Multiplizieren wir diesen Quotienten mit — , so erhalten 

wir die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs a weifse Engeln in 
der Urne waren und beim dritten Hineingreifen wieder eine 
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weifse Engel gezogen wird. Setzen wir dann in dem er- 
haltenen Produkte für a alle Zahlen von 1 bis n, nnd 
addieren, so erhalten wir: 



8 



oder: 



l«+2«+3«+... + n 
-^n«(n + l)(2n + l) 



l^^(^+^)^ 3n + 3 



1 4n4-2 * 

-^n«(n + l) (2n + l) "^^^ 

Dieser Brach nähert sich bei wachsendem n dem Brache 
3 

— . Es ist also mindestens 3 gegen 1 zu wetten, dafs, 

nachdem zwei gezogene Engeln weifs waren, eine dritte 
gezogene wieder weifs ist. So kann man weitergehen, in- 
dem man annimmt, dafs schon drei oder noch mehr Eugeln 
gezogen waren, die sich alle als weifs erwiesen haben. So 
erhält man, dafs, nachdem schon y weifse Engeln gezogen 
waren, die Wahrscheinlichkeit, dafs auch der (v+l)-te 
Griff eine weifse Engel erscheinen läfst, gleich einem 
Brache ist, der sich bei wachsendem n immer mehr dem 
Brache 

v + 1 

v + 2 

nähert, so dafs maii also mindestens (v H~ 1) ^^^ gegen 
1 Mark wetten kann, dafs man, nachdem man y weifse 
Engeln gezogen kat, wieder eine weifse zieht. 

Wir nehmen zweitens an, dafs die gezogenen Eugeln 
nicht wieder in die Urne gelegt werden, and dafs allgemein 
y Engeln gezogen sind, die sämtlich sich als weifs erwiesen 
haben. Dabei ist es dann offenbar gleichgültig, ob die 
y Engeln Jiacheinander oder mit einem einzigen Griff ge- 
zogen sind. Es handelt sich nnn darum, die Wahrschein- 
lichkeit dafür zu finden, dafs noch weitere w gezogene 
Eugeln auch sämtlich weifs sind. Nach dem oben ab- 
geleiteten allgetneinen Ursachensatz ist die Wahrscheinlich- 
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keit, dafs die gezogenen y weifsen Kugeln davon herrühren, 
dafs die Urne a weifse Engeln enthält, gleich 

n^ 



Vt . (v + 1). ■ (n + 2). n^ 

nr ' n^ "^ n^ "^ ' " "• n^ 



v. + (v+l). + ... + n, (n + l). + i- 

Diese Wahrscheinlichkeit haben wir mit der Wahr» 
scheinlichkeit zu multiplizieren, dafs weitere w gezogene 
Kugeln auch weifs sind, also mit: 

(a — y)w 
(n-v)w- 

Demnach giebt das Produkt: 

ay.(a — v)w 



(n + 1)^ + 1. (n — v)w 

die Wahrscheinlichkeit W» dafür an, dafs, falls a Kugeln in 
der Urne waren, nach y gezogenen weifsen Kugeln, weitere 
w gezogene Kugeln auch weifs sein werden. Die in dem 
geftindenen Wahrscheinlichkeitsbruch yorkommenden Kombi- 
nationszahlen drücken wir nun durch Fakultäten aus. Dadurch 
erhalten wir: 

„ ^ a_! ( a — v) ! (y -f- 1) ! (n — y) ! w ! (n — y — w) ! 
•"" y!(a — y)!w!(a — y — w)!(n + l)!(n — y)! 

^ a!(n — y — w)!(y4- 1) 
— (a — v — w)!(n + l)! ' 

In dem für W» gefundenen Ausdruck multiplizieren wir 
nun Zähler und Nenner mit (y-|-w4-l)I Dadurch er- 
halten wir: 

a!(n-y-w)!(y + l)-(v + w + l)l 
(a — y — w)!(n + l)!(y + w+l)l 
^ y + 1 aj (y-fw+l)l(n-y-w)l 

y+w4-l'(v+w)!(a— y— w)!' (n-f- 1) ' 

_ y+1 1 

y + w+1 •*'+-• (n+l).+w + r 
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Aus Wa erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit W, 
indem wir für a nacheinander die Zahlen v + w, v-j-w-|-l 
u. s. w. bis n einsetzen. Nun ist aber nach § 4 F. in : 

Deshalb erhalten mi für W: 



^= (y + w+l)|nVl).+wH. • (" + l)' + ' + ^ 



•oder: 



^ v + w+1- 



Wir erhalten also das merkwürdige Resultat, dafs die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit unabhängig von der Anzahl n der 
in der Urne befindlichen Kugeln ist. Unser Resultat heifst 
also in Worten: Gleichviel, wie grofs die Anzahl der 
in einer Urne befindlichen Kugeln ist, immer ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs, nachdem y weifse 
Kugeln aus der Urne gezogen sind, weitere w ge- 
zogene Kugeln auch weifs sind, gleich 

v + l 



v + w + l* 

Dieser Wahrscheinlichkeitsbruch wird kleiner als -^, 

1 ^ 

w^enn w > v -|- 1 ist, gleich — , wenn w = v -f- 1 ist? ^iid 

1 ^ 

grösser als -^, wenn w < v -|- 1 ist. 

Die voranstehenden Betrachtungen, bei welchen 
das Ziehen einer weifsen Kugel als geschehenes 
oder zu erwartendes Ereignis gewählt ist, lassen 
sich natürlich auf alle Verhältnisse übertragen, 
deren Ursachen unbekannt sind. 

Übungen. 

1) Zwei Urnen A und B enthalten beziehungsweise 4 
und 7 weifse Kugeln. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs eine gezogene weifse Kugel aus der Urne A stammt? 

Sehnbert, Niedere Analjfie. 6 
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2) Jemand weifs, dafs von drei Skatspielern A, B, G: 
A 4 Treff, B 2 Treff, C 1 Treff in der Hand hatte. Er 
tritt hinzu und sieht eine Treff-Earte, die als erste Karte 
ausgespielt ist, auf dem Tische liegen. Wie grofs ist für 
ihn die Wahrscheinlichkeit, dafs dieselbe von A, von B,. 
von C ausgespielt ist? 

3) A teilt ein Whist-Spiel von 52 Karten in vier 
Häufchen. In das erste legt er 5, in das zweite 4, in das 
dritte 2 und in das vierte auch 2 Coeurs. Während A sich 
entfernt hat, entnimmt B einem der vier Häufchen ein Coeur. 
Welche Wahrscheinlichkeit hat A für die Annahme, dafs die 
Coeur-Karte dem zweiten Häufchen entnommen ist? 

4) In den fünf Fächern eines Portemonnaies sind be- 
ziehungsweise 3, 4, 5, 6, 7 Mark-Stücke. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs ein Markstück, das einem der Fächer 
entnommen ist, vom vierten oder fünften Fach herrührt? 

5) Sechs Urnen enthalten beziehungsweise a, b, c, d, e, f 
rote Kugeln. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
eine irgendwo herausgenommene rote Kugel nicht aus der 
sechsten Urne stammt? 

6) In einer kleinen Stadt liegen vier Kompagnieen in 
Garnison. Die erste enthält 10, die zweite 3, die dritte 2, 
die vierte einen Einjährigen. Der Hauptmann, welcher die 
Kompagnie mit 10 Einjährigen kommandiert, liest, während 
er auf Urlaub ist, in der Zeitung, dafs ein Einjähriger seiner 
Garnisonsstadt sich dueUiert hat. Mit wieviel Wahrscheinlich- 
keit hat er anzunehmen, dafs der Einjährige seiner Kompagnie 
angehört? 

7) In einer Urne sind zehn Kugeln. Jemand, der nicht 
weifs, wieviel weifse Kugeln sie enthält, hat ihr eine weifse 
Kugel entnommen. Wie grofs ist ihm nun die Wahrscheinlich- 
keit, dafs die Urne zehn weifse Kugeln enthält? 

8) In einer Sparbüchse befinden sich 20 Geldstücke, 
nämlich bis 20 Zehnpfennigstücke und 20 bis Fünfzig- 
pfennigstücke. Jemand hat ein Fünfzigpfennigstück heraus- 
fallen lassen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
mehr als 10 Fünfzigpfennigstücke in der Sparbüchse sind? 

9) Aus einem Päckchen von 6 Karten, bei dem man 
nicht weifs, wieviel Treff, wieviel Pik, wieviel Coeur und 
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wieviel Karo dasselbe enthält, ist eine Karte herausgenommen. 
Dieselbe ist ein Karo. Sie wird wieder unter das Päckchen 
gemischt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs das 
Päckchen 5 Karos enthält, und dafs zugleich eine neue 
gezogene Karte a) wieder Karo ist; b) kein Karo ist? 

10) Aus einer Urne mit zehn Kugeln, deren Farben man 

nicht kennt, wird eine Kugel herausgenommen, die rot ist, 

und wieder zurückgelegt. Die Wahrscheinlichkeit, dafs die 

Urne 7, 8, 9 oder 10 rote Kugeln enthält, und dafs zugleich 

147 
eine neu gezogene Kugel wieder rot ist, beträgt ^„ . Warum ? 

alt} 

11) Eine aus einer Urne mit zwölf Kugeln heraus- 
genommene Kugel ist schwarz. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs, nachdem die gezogene Kugel wieder 
zurückgelegt ist, eine neu herausgenommene Kugel: a) wieder 
schwarz ist; b) nicht schwarz ist? 

12) Eine Knabe hat in einem Säckchen weifse und 
schwarze Bohnen, weifs aber nicht, wieviel Bohnen es sind, 
geschweige denn, wieviel weifs und wieviel schwarz sind. 
Er nimmt eine heraus. Dieselbe ist weifs. Er steckt sie 
nun nicht wieder zurück in das Säckchen, sondern zieht 
eine neue Bohne. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
sie wieder weifs ist? 

13) Aus einer Sparbüchse mit 16 Münzen ist ein Zehn- 
pfennigstück herausgefallen. Nachdem dasselbe wieder hinein- 
gelegt ist, ist wiederum ein Zehnpfennigstück herausgefallen. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs alle 16 Münzen 
Zehnpfennigstücke sind? 

14) Einer Urne mit 8 Kugeln ist eine weifse Kugel 
entnommen, und, nachdem dieselbe wieder zurückgelegt ist, 
von neuem eine weifse Kugel entnommen. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs die Urne 6 weifse Kugeln 
enthält, und zugleich eine dritte gezogene Kugel wieder 
weifs wird? 

15) Aus einem Päckchen von 20 Karten ist eine Treflf- 
Karte herausgenommen und wieder in das Päckchen hinein- 
gemischt. Eine zweite gezogene Karte ist von neuem TreflF. 
Auch diese wird in das Päckchen wieder hineingemischt. 

6* 
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Wie grob ist die Wahrscheinlichkeit, dais auch eine dritte 
gezogene Karte Treff wird? 

16) Die Aufgabe 15) soll für den Fall gelöst werden, 
dafs vorher dreimal eine Treff-Karte gezogen war, nnd nach 
der Wahrscheinlichkeit gefragt wird, dafs auch zmn vierten 
Male Treff gezogen wird. 

17) Jemand sieht, dafs drei Kinder, die einen Kinder- 
garten verlassen, Mädchen sind. Wie grofs ist ihm die 
Wahrscheinlichkeit: a) dafs das vierte den Kindergarten ver- 
lassende Kind ein Mädchen ist, b) dafs nach den drei Mädchen 
noch weitere 7 Kinder, die ans dem Kindergarten kommen, 
Mädchen sind? 

18) Unter der Annahme, dafs der in der ersten Hälfte 
des Mai meist beobachtete Kälterttckschlag ganz unbekannte 
Ursachen habe, soll berechnet werden, wie grofs die Wahr- 
scheinlichkeit sei, a) dafs er im nächsten Jahre eintreffe, 
b) dafs er zehn Jahre nacheinander eintreffe, vorausgesetzt, 
dafs er 20 Jahre nacheinander beobachtet sei. 



§11. Glaub wttrdigkeits - Probleme. 



-^ __ ^1 ^2 • JL • ^n 



W^ Wj . . . Wn + (1 Wj) . ; . (1 Wn) 



Unter zehn Malen sage A durchschnittlich siebenmal 

die Wahrheit, dreimal die Unwahrheit. Dann ist die Wahr- 

7 
scheinlichkeit, dafs er die Wahrheit sagt, -jzr-. Wenn also 

N von A einen Bericht tlber eine Sache hört, bei der es 
sich nur um ja oder nein handelt, und A berichtet im be- 
jahenden Sinne, so ist für N die Wahrscheinlichkeit, dafs 

7 
die Sache sich wirklich so verhält, -rr^- Wenn nun aber 

zwei Personen A und B, von denen jeder die Glaubwürdig- 

7 
keit -jTr- hat, beide übereinstimmend an N berichten, so 

fragt es sich, mit welcher Wahrscheinlichkeit N dem ttber- 
einstimmenden Berichte Glauben zu schenken hat. Dafs 
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7 7 

diese Wahrscheinlichkeit nicht -^tt mal -^^ sein kann, er- 

giebt sich schon daraus, dafs sie gröüser als -zrj- werden 

7 7 7 lü 

mufs, -^ mal -^^ aber kleiner als -j^ ist Wir haben viel- 
mehr zu bedenken, dafs in 10 mal 10 Fällen, wo A und B 
berichten, ein übereinstimmender Bericht nur in 7 mal 
7 plus 3 mal 3 Fällen abgegeben werden kann, wenn 
nämlich A und B beide die Wahrheit sagen, und auch, wenn 
A und B beide die Unwahrheit sagen. Die Person N hat 
daher mit der Wahrscheinlichkeit: 

7.7 ^49 
7 . 7 + 3 . 3 ~ 58 

anzunehmen, dafs der übereinstimmende Bericht von A und 

7 7 
B auf Wahrheit beruht. Denkt man sich den Bruch ^^ ^ 

durch 10 . 10 dividiert, so erscheint im Zähler das Produkt 
der Brüche, welche die Glaubwürdigkeit der Berichterstafter 
A und B ausdrücken, im Nenner aber die Summe dieses 
Produktes und des Produktes derjenigen beiden Brüche, 
welche ausdrücken, dafs A und B beide lügen. So erhält 
man allgemein, wenn w^ die Glaubwürdigkeit von A^, w, die 
Glaubwürdigkeit von A^ ausdrückt, dafs der Bruch: 

Wj . Wg 



w,.Wa + (l— wj(l — Wa) 

die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, dafs ein übereinstimmender 
Bericht von A^ und von A^ auf Wahrheit beruhe. Wenn 
aber der Bericht nicht übereinstimmt, indem A^ das Gegen- 
teil von dem behauptet, was A^ behauptet hat, dann ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs das, was A^ gesagt hat, auch 
wahr sei, gleich: 

w, .(1 — Wa) 

Wi(l— wj + (l — WjWg 

Ebenso ergiebt sich in diesem Falle für die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs der Bericht von A, auf Wahrheit, der 
von Aj auf Unwahrheit beruht, gleich 

(1 — Wj Wa ^j_ Wi(l— W,) 



(1— wJw,+Wi(l— wj w,(l— W2) + (l— wjw. 
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Wenn allgemein n Berichterstatter Aj, A^, . ..An da 
sind, welche beziehungsweise die Glaubwürdigkeiten: 

haben, so hat ein übereinstimmender Bericht aller n Bericht* 
erstatter die Glaubwürdigkeit: 

•OT W^ Wg Wg . . . Wn 

~ WiW,W8...Wn + (l— Wj(l— WJCI — Wg)...!!— Wn)* 

Für den Fall, dafs alle n Berichterstatter dieselbe 
Glaubwürdigkeit haben, indem jeder mit der Wahrschein- 
lichkeit w die Wahrheit sagt und mit der Wahrscheinlich- 
keit 1 — w lügt, ergiebt sich insbesondere: 

w= 



w" -f (1 — w)» * 

Man kann von vornherein wissen, dafs, wenn w = -^ 

1 "^ 

ist, W stets -^ bleiben mufs, wie grofs auch n sei. In der 

That ist: 



ar+ar^-a) 



2- 



Ebenso erkennt man a priori, dafs für w > -x- die 

Glaubwürdigkeit W mit wachsendem n immer gröfser werden 
mufs, indem sie sich mehr und mehr der Gewifsheit 1 nähert. 

Dies zeigt auch der obige Bruch, da f ür w >> -^ die Potenz 

(1 — w)" sich bei wachsendem n der Null nähert. Dagegen 

mufs f ür w << — die Glaubwürdigkeit W bei wachsendem 

n sich der Null nahem, was auch aus dem obigen Bruche 
ersichtlich ist, wenn man bedenkt^ dafs dann w* bei wachsen- 
dem n sich der Null nähert, (1 — w)"* aber immer gröfser 
wird, um schliefslich gröfser zu werden, als jede noch so 
grofse Zahl. 
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Wenn nicht alle n Berichterstatter übereinstimmend be- 
richten, sondern p dasselbe sagen, während die übrigen q 
das Gegenteil übereinstimmend behaupten, und wenn dann 
wieder 



sowie: 



^1? ^2? ^8 • • • ^P7 



^i?^a?'**^q 



beziehungsweise die Glaubwürdigkeiten der einzelnen Be- 
richterstatter ausdrücken, so ergiebt sich: 

W^ Wg . . . Wp (1 Wi) (1 W2) . . . (1 — Wq) 

WiWj...Wp(l~wi)(l-W2)...(l-Wq)+(l-wJ...(l-Wp).wi.W2..wi 

für die Glaubwürdigkeit der Aussage der ersten p Bericht- 
erstatter. Wenn wieder die Glaubwürdigkeiten der p -f- q 
Berichterstatter sämtlich einander gleich, nämlich gleich w 
sind, so erhält man insbesondere: 

xy^ WP(1 — W)^ 

WP (1 — W)* + (1 — W)P W* 

für die Wahrscheinlichkeit, dafs die p Berichterstatter Wahres 
berichtet haben. Ist in diesem Falle p = q, so ergiebt sich 

W = — , gleichviel, wie grofs w ist, was auch a priori er- 

kannt werden konnte. 

Bisher war immer vorausgesetzt, dafs die Berichte der 
berichtenden Personen unabhängig von einander waren. 
Wenn nun aber die erste Person A^, die das Ja oder Nein 
zu sagen in der Lage ist, an A^ weiter berichtet und A^ 
dann an N berichtet, so hat N den gehörten Bericht in zwei 
Fällen für wahr zu halten, erstens, wenn A^ und A^ beide 
die Wahrheit sagen, zweitens, wenn sie beide lügen. Be- 
zeichnen also wieder w^ und Wg die Glaubwürdigkeiten von 
A^ und A^, so erhält man: 

Wi W2 + (1 — wj (1 — W3) 

als Mafs der Glaubwürdigkeit dessen, was A^ an N berichtet. 
Auch dieses Problem einer Berichtkette läfst sich leicht 
auf n Personen ausdehnen. Es berichte also A^ an A,, 
A^ an A3 und so fort bis An schliefslich an N berichtet. 



: 
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Dann kommt die Wahrheit zu den Ohren von N in folgenden 
Fällen, erstens, wenn alle n Personen die Wahrheit sagen,, 
zweitens, wenn zwei lügen und n — 2 die Wahrheit sagen,, 
drittens, wenn vier lügen nnd n — 4 die Wahrheit sagen 
und so fort. Demgemäfs erhalten wir, wenn wir, der 
Einfachheit halber, die Glaubwürdigkeit aller n Bericht- 
erstatter einander gleich nnd gleich w setzen: 

W = w" + n^ . w«» - 2 ( 1 — w)* -f n^ . w" - * (1 — w)* + . . . 

Dieser Ausdruck läfst sich bedeutend vereinfachen, wie 
man erkennt, wenn man die binomischen Entwickelungen von 

w -f- (1 — w) und von w — (1 — w) 
addiert. Es ist nämlich: 

[w+(l-w)]»=w"4-ni.w»-Hl— w)+n,.w»-2(l— w)2-f-.,*- 

nnd 

[w— (1— w)]"=w"— n^.w^-Hl— w)+n2.w»-2(i__^)2_,.^ 

Addiert man diese beiden Gleichungen und halbiert 
dann, so erhält man: 

4- (1 + (2 w — 1)«^] = w" + n, . w" - 2 (1 — w)^ + . . . 

Man erhält also für die Wahrscheinlichkeit W, dafs bei 
einer solchen, aus n Personen bestehenden Berichtkette, 
schliefslich von der letzten Person An an N die Wahrheit 
berichtet wird: 

W = y[l + (2W-1)-]. 

Man erkennt, dafs f ür w = -^, W = -^ wird, gleichviel 

wie groifl n wird. 

9 
Beispielsweise sei w = ^jYr und n = 4. Dann erhält 

man: 

881 881 



-=i['+(4)>io+a 



2.625 125a 
70 Prozent 
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Man bemerke, dafs bei geradem n der für W erhaltene 
Ausdruck in sich selbst übergeht, wenn man w durch 1 — w 
ersetzt. Ferner bemerke man, dafs bei ungeradem n der 
ftlr W erhaltene Ausdruck und der Ausdruck, den man er- 
hält, wenn man 1 — w statt w setzt, sich zur Zahl 1 er- 
gänzen. Endlich beachte man, dafs, da 2 w — 1 stets ein 
positiver oder negativer echter Bruch ist, W sich dem Bruche 

-^ nähern mufs, wenn n immer gröfser wird, woraus man 

erkennt, dafs man etwas, was einem durch eine lange Bericht- 
kette zu Ohren konmit, ftlr sehr zweifelhaft halten mufs. 

Übungen. 

1) A lügt durchschnittlich unter 5 Malen, wo er ein 
Urteil abzugeben hat, 1 mal, B aber unter 5 Malen 2 mal 
Nun berichten A und B übereinstimmend. Welche Glaub- 
würdigkeit hat der Bericht? 

8 9 

2) A hat die Glaubwürdigkeit ^pj-? B yr-. Nun be- 
berichtet A im bejahenden Sinne, B im verneinenden Sinne. 
Mit welcher Wahrscheinlichkeit entspricht der Bericht von 
A der Wahrheit? 

3) A, der in 15 Fällen 11 mal die Wahrheit gesagt 
und 4 mal gelogen hat, macht eine Aussage, die mit der von 
B übereinstimmt, der in 13 Fällen 10 mal die Wahrheit 
gesagt und 3 mal gelogen hat. Mit welcher Wahrscheinlich- 
keit hat man die Aussage für wahr zu halten? 

4) Drei Zeugen, A^, A^, A3, deren Glaubwürdigkeit 
Wi, Wg, Wg beträgt, machen vor Gericht eine Aussage. Die 
Aussagen von A^ und von A^ stimmen überein, A3 aber be- 
hauptet das Gegenteil. Welche Glaubv^ürdigkeit hat die 

übereinstimmende Aussage von A^ und A^? 

4 

5) Drei Zeugen, deren Glaubwürdigkeit -=- beträgt, 

5 

sagen etwas aus, drei andere Zeugen, deren Glaubwürdigkeit 
3 

nur -=- beträgt, sagen genau das Gegenteil aus. Wie grofs 
5 

ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Aussage der ersten drei 

Zeugen wahr ist? 
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6) n Personen berichten übereinstimmend, andere n Per- 
sonen auch, aber das Gegenteil von dem, was die ersten 
n Personen berichtet haben. Nun ist die Glaubwürdigkeit 
aller 2 n Personen dieselbe. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs die Aussage der ersten n Personen wahr ist? 



7) A sagt in 7 Fällen 4 mal, B 5 mal die Wahrheit. 
Von einem Ereignis, das ebenso gut eingetroffen sein kann, 
wie nicht, berichtet A an B, B an N. N hört, dafs das 
Ereignis eingetroffen ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit 
hört er die Wahrheit? 

8) A, B, C, D, E haben sämtlich die Glaubwürdig- 
5 

keit -^. A hat ein wichtiges kaufinännisches Telegramm 

erhalten, bei dem es sich nur um ja oder nein handelt. Er 
berichtet über den Inhalt an B, B an C, C an D, D an E, 
E an N. N hört von E ,ja". Welche Glaubwürdigkeit hat 
er diesem ,ja" beizumessen? 

9) Vier Berichterstatter A, B, C, D haben sämtlich die 

3 

Glaubwürdigkeit -^. Um wieviel sinkt die Glaubwürdigkeit 

5 

dadurch, dafs N einen Bericht nicht direkt von A, B, C 

oder D hört, sondern dadurch, dafs A an B, B an C, C an D, 

D an N berichtet? 
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Gleichnngen. 



§ 12. Geschlossene Kettenbrttche. 

j. Pn^ an-Pn-l + Pii-2 



an.qn-l + qa-2 
II) Pn- 1 . qn — q. - 1 . Pn = (— 1)°, 
Pn-1 Pn^ (—1)° 

qn-i q« qn.qn-i' 
IV) w= P° + ^--P— 1 ^ 

Q[n -f- Xn . Qn — 1 

V)fPi^_w):(w- P^) = x 
' Von / V q»_i/ 



qn-1 

q« 



Wenn a^ nnll oder eine positive ganze Zahl ist nnd 
a^, a^, a,, ... positive ganze Zahlen sind, so stellt der 
Ansdmck: 

,1 
»0-1 1 



a«+- 



+ • 



einen Kettenbrnch dar. Die den Eettenbrnch bildenden 
Zahlen a^^, ^7 ^7 • • • beifsen Partialnenner. Giebt es 
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einen letzten Partialnenner, so ist der Eettenbruch ge- 
schlossen. Da jeder echte Bruch der reciproke Wert der 
Summe einer ganzen Zahl und eines echten Bruches ist, so 
läfst sich jede positive rationale Zahl in einen Eettenbruch 
verwandeln, und zwar ist derselbe geschlossen, weil bei jeder 
Division der Best kleiner als der Divisor ist, und deshalb 
schliefslich der Best null bleiben mufs. Dies zeigt das 
folgende Beispiel: 

'" =3 + ^ = 3+ > 



75 "75 ' , 11 



16 '16 



3+1—^=3+^ 



4 + -^ *+^ 



16 ' ^_^ 5 



= 3 + 



11 '11 

1 

4-J- — 



1 + i 



2 + -1 
^ 5 



Die Verwandelung einer rationalen Zahl in einen Eetten- 
bmch gestaltet sich auf die folgende Weise am Übersicht- 
lichsten: 

241 : 75 = 3 
225 

75:16 = 4 
64 

16:11 = 1 
11 



11:5 = 2 
10 

5:1 = 6 
5^ 





§ 12. Geschlossene Eette&brüche. 93 

Wenn ein Kettenbrach die ganze Zahl a^ enthält, die 
auch Nall sein kann, sowie die Partialnenner a^, a,, a,, 
... an besitzt, so nennt man die rationalen Zahlen, welche 
gleieh den Eettenbrttchen: 

. 1 , 1 

sind, die Näherangswerte des Eettenbmchs, und zwar heifst 
derjenige Näherungswert, dessen letzter Partialnenner a^ heifst, 
den n-te Näherungswert. Die Ausdrucksweise ^Näherungs- 
wert^ findet ihre Rechtfertigung später durch den aus 
Formel V hervorgehenden Satz. Der letzte Näherungswert 
giebt die rationale Zahl an, die durch den Eettenbruch 
dargestellt wird. Den Zähler und den Nenner des n-ten 
Näherungswertes bezeichnet man mit pn bezw. qn. Die ganze 

Zahl a^ = -y- nennt man nullten Näherungswert. Da die 

Näherungswerte, wie aus dem obigen Verfahren der Ver- 
wandelung in einen Kettenbruch hervorgeht, stets gehobene 
Brüche sind, so folgt aus der Gleichsetzung eines Näherungs- 
wertes — mit einem Bruche -r- immer, dafs der Zähler 
qi b ' 

Pi = a und zugleich, dafs der Nenner qi = b ist. Aus dem 
Begriff des Näherungswertes folgt ferner, dafs aus dem 

(n — l)-ten Näherungswert -*-^^^=^ der n-te Näherungs- 

wert-^ dadurch folgt, dafs der Partialnenner an-i 

q. 

ersetzt wird durch: 

. 1 
a„-x + — . 

Nun'ist PjL = 4o. nnd Pa. = a, + -1 = A^o+1^ Es 
qo 1 qi »1 a, 

mufs nun aus diesem Werte von — der von — dadurch 

qi q« 

hervorgehen, dafs a^ ersetzt wird durch 

»1 + — . 
a. 
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Demnach erhält man: 

'^ a, + J- 

Multipliziert man hier Zähler und Nenner mit a^, so 
erhält man: 

Vi ^(a 9a^+l)ao+aa ^ agajao+ao+ag ^ aa(a^ao + l)+a^» 
Q2 a^a^ + l a^% + l a^a^ + l 

Nun war aber ai a^j -j- 1 = p^, a^ = p^, sowie auch : 
aj = q^ und 1 := q^. Man kann daher auch schreiben: 

P2 ^ a,p^+Po ^ 
^2 a^ q^ + q/ 

Um — auszudrücken, hat man hier a» durch 

zu ersetzen. Wenn man wieder genau so umformt wie so- 
eben, so erhält man: 

Ps ^ a8(a2Pi + Po) + Pi 
qs agCa^q. + qJ + qi* 

Ersetzt man nun, gemäfs dem Resultate von vorher^ 

a2 Pi + Po durch p^ 
und: 

a2 qi + qo durch q^, 
so erhält man: 

Ps ^ ^ P2 + Pl 
qs a« q^ + qi ' 

welcher Ausdruck auch aus dem fttr -— entsteht, wenn man 

q2 

jeden Index um 1 erhöht. So ist erkennbar, dass man 
weiterhin erhalten muss: 

P4 ^ a^ pa + pg 
qd a, q^ + q^ ' 
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und dafs allgemem 

Pn __ ftn ■ Pn - 1 + Pn - 2 

qn an . qn _ 1 + qn - 2 

sein mnfs. Diese oben mit I bezeichnete Formel gestattet 
eine bequeme Berechnung der aufeinander folgenden Näherungs- 
werte sowie auch die Rtickverwandelung eines Kettenbruchs 
in den Quotienten zweier ganzer Zahlen. Beispielsweise 

241 
erhält man aus dem oben für - - entwickelten Kettenbruch: 

3 + ^ 



4 + i 



1 + ^ 



2 + 1 
^ 5 



dnrch Formel I nach einander: 

3^ 2i 1-13 + 3 _ 16 
1' 4-' 1.4+1~~5' 

2 . 16 + 13 45 5 . 45 + 16 _ 241 

2. 5 + 4 ~ 14' 5.14+5 ~ 75 ' 

so dafs also rr- der nullte Nährungswert, —^ der erste, —^ 

der zweite, —j- der dritte, -jr^ der vierte Nährungswert 
ist, der mit dem wahren Werte übereinstimmt. 

Um Formel 11 zu beweisen, gehen wir von der Di£ferenz 
Pn - 1 • qn — Qn - 1 • Pn »HS, um in ihr, gemäfs Formel I, pa 
durch an Pn _ 1 + Pn - 2 nnd qn durch an qn - 1 + qn - 2 zu 
ersetzen. So erhalten wir: 

Pn - 1 . qn qn- 1 . Pn = Pn - 1 (»n qn - 1 + qn-2) 

qn- 1 (an Pn- 1 + Pn -2) 

= Pn _ 1 qn - 2 q« - 1 Pn - 2 = — (Pn — 2 qn — 1 qn — 2 Pn - l)- 

Man beachte bei dieser Umformung, dafs die Differenz 
von der wir ausgingen, gleich dem negativen Werte der- 
jenigen Differenz ist, die entsteht, wenn man in der ursprUng- 



96 ni. Kettenbrilche und diophantische Gleichungen. 

liehen Differenz jeden Index nm 1 erniedrigt. Hierauf 
fufsend, berechnen wir nan den Wert von 

Po «1 — Pi <lo> 

indem wir p^^ durch a^, q^ durch 1, p^ durch a<> a^ -|- 1 
und q^ durch a^ ersetzen. Dann kommt: 

»0 »1 — (ao a^ + 1) = — 1. 

Nach der obigen Umformung mufs nun die Differenz, 
welche aus p^, q^ — p^ q^^ durch Erhöhung jedes Index um 
1 hervorgeht, gleich dem negativen Werte von — 1, also 
gleich -f- 1 sein. Wir haben also: 

Pi q« — P2 Qi = + 1- 
Hieraus folgt aber, gemäfs der obigen Umformung, dafs 

Pa q« — Ps q« = — 1 

sein mufs u. s. w. 

Man erkennt also, dafs pn_iqn — qn — iPn gleich plus 
oder minus eins ist, je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
Dies wird aber durch Formel II ausgedrückt, da ( — l)*" ftlr 
ein gerades n plus eins, für ein ungerades n minus eins 
ergiebt. 

Formel HI folgt dann aus Formel II dadurch, dafs man 

die rechte und die linke Seite durch das Produkt qaqn-i 

dividiert. Beispielsweise wenden wir die Formel IH auf die 

oben gefundenen Näherungswerte des Eettenbruchs an, in 

241 
den -1=^ entwickelt ist. In der That ergiebt sich: 



3 


13 


1 


4 


13 


16 


4 


5 


16 


45 


5 


14 


45 


241 



1.4 
1 



4.5 
1 



= + 



5.14 
1 



14 75 ' 14.75' 

Da die Dififerenz zweier aufeinander folgender Näherungs- 
werte gleich einem Bmehe ist, dessen Zähler 1, und dessen 
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Nenner das Produkt der Nenner der Näherungswerte ist, so 
ist eine solche Differenz so klein, wie der Unterschied 
zweier verschiedener rationaler Brüche überhaupt 
nur sein kann. 

Um Formel IV zu verstehen, definieren wir Xn als den 
Kettenbruch, der zu an additiv hinzutritt, um den ganzen 
Kettenbruch zu ergeben. Es ist also: 

1 



an+i + - 



. 1 



a-n 4- 3 "r • 



Man beachte, dafs Xn keine ganze Zahl enthält, also 
kleiner als 1 ist. Hiernach folgt der wahre Wert w des 
ganzen Kettenbruchs dadurch, dafs man in dem Ausdruck, 
der den n-ten Näherungswert darstellt, 

an durch an -|- Xn 

ersetzt. Demgemäfs setzen wir in I an -f- x» für an ein. So 
erhalten wir: 

(an -f- Xn) Pn- 1 4" P n- 2 ap Pn - 1 H" Pn - 2 ~h ^n P" - 1 

~ (an + Xn)qn-l + qn-2 ~~ a« qn - l + Qn- 2 + Xn qn - 1 

__ Pn + XnPn-l 

~ qn + ^nqu-T 
Hiermit ist Formel IV bewiesen. Um auch Formel V 

zu beweisen, benutzen wir Formel IV, um erstens — — w, 

P -1 <ln 

zweitens w — -— — auszudrücken. So erhalten wir: 

qn-i 

Pn^_ ^ Pn (qn + ^n qn - l) — ^n (Pn + ^n Pn- l) 

qn ~ qn (q.1 + Xn qn - 1) 

_ Xn (Pn qn- 1 qn Pn ~ l) 

qn (qn + Xn qn - l) 
Schubert, Niedere Analysis. ^ 7 
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Nnn ist aber pn qn - 1 — qn Pn - 1 das Negative der linken 
Seite. von Formel II. Also kommt: 

Pn ^^_ ^n.{—iy 



W 



qn qn(qn + Xnqn-l)' 

Andererseits ergiebt sich: 

Pn-l ^ (Pn + ^nPn-l)qn-l — (qn + ^ngg-Qp» 
qn- 1 ~ qn- 1 (qn + Xn qn - l) 

Pnqn-1 — qnPn-1 (—1)'' 



qn- 1 (qn + x„ qn- 1) qn- i(qn + Xn qn- 1)' 

Dividiert man nun die beiden für - — w und für 

P -1 ^" 

w — - — erhaltenen Ausdrücke, so erhält man einfach: 

qn-i 

qn-i 

Xn • • 

qn 

Aus der hiermit bewiesenen Formel V gehen zwei Sätze 
hervor, welche den Ausdruck „Näherungswert" recht- 
fertigen. Zunächst beachte man, dafs die rechte Seite der 
Formel V positiv ist, und deshalb Zähler und Nenner der 
linken Seite entweder beide positiv oder beide negativ sein 

müssen, d. h. aber, dafs, wenn ^°~^ kleiner als w ist, -— 

qn-i qn 

gröfser als w sein mufs, und, wenn grölser als w ist, 

qn— 1 

~ kleiner als w sein mufs. Nun ist ~ = a^ kleiner als 

qn qo 

der wahre Wert. Folglich mufs — gröfser sein, und darum 
wieder — kleiner, ^ gröfser u. s. w. Dies heifst in Worten : 

q« qs 

Der wahre Wert eines Kettenbruchs liegt immer 
zwischen zwei aufeinander folgenden Näherungs- 
werten, und zwar sind die Näherungswerte un- 
gerader Nummer gröfser, die gerader Nummer 
kleiner als der wahre Wert. Nur der letzte Näherungs- 
wert ist nicht gröfser und nicht kleiner als der wahre Wert, 
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da er ihm gleich ist, wie schon oben erkannt ist, und wie 
auch aus V hervorgeht, da in diesem Falle Xn = ist. 

Zweitens beachte man, dafs die rechte Seite der Formel V 

kleiner als 1 sein mufs. Denn Xn ist < 1 und -^^^^ ist 

qn 

auch (nach Formel I) kleiner als 1, da qn > qn_ i ist. Hieraus 
folgt aber, dafs, dem absoluten Werte nach, der Unterschied 

zwischen w und - — kleiner sein mufs als der Unterschied 

qn 

zwischen w und ^°~^ . Dies ergiebt den folgenden Satz: 

qn— 1 

Jeder Näherungswert ist dem wahren Werte 
eines Kettenbruchs näher, als der vorhergehende 
Näherungswert. 

Auch ffiebt der oben für — — w erhaltene Ausdruck: 

qn 

Xn . (— 1)- 



qn . qn + qn Xn qn - 1 

ein Mittel, um einen Bruch zu finden, der immer noch gröfser 
ist, als der Unterschied zwischen einem Näherungswert und 
dem wahren Wert. Wenn man nämlich bei einem Bruche 
den Zähler vergröfsert und den Nenner verkleinert, so wird 
der Wert des Bruches vergröfsert. Demnach ist: 

Xn 1 

^ ^ 2 • 



qn . qn + qn . Xn . qn - 1 q 

Wir erhalten also den Satz: 

Der absolute Wert des Unterschieds zwischen 
dem wahren Werte eines Kettenbruchs und einem 
beliebigen Näherungswerte ist kleiner als der 
reciproke Wert des Quadrats des Nenners dieses 
Näherungswertes. 

Zur Prüfung der drei zuletzt abgeleiteten Sätze wollen 

241 
wir wieder die Kettenbruch-Entwickelung von -^, benutzen. 

Wir erhalten: 
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W 



W 



w 



qo 


75 


1 


Pi 
qi 


241 

75 


■ 13 

4 


p« 


241 


16 


q« 


75 


5 


p« 


241 


45 



_v^-^^_^=. L___oooiof<J-) 

q. ~" 75 14 1050 ^'^^^^ V^ 14^ / ' 



Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dafs die auf- 
einander folgenden Näherungswerte eines Kettenbruchs dem 
wahren Werte immer näher kommen, und zwar dergestalt, 
dafs sie abwechselnd gröfser und kleiner sind, als der wahre 
Wert. Hiermit ist aber noch nicht ausgesprochen, dafs die 
durch die Kettenbruch-Theorie gelieferten rationalen Brüche 
die zur Annäherung brauchbarsten sind. Es könnte ja noch 
andere rationale Brüche geben, welche dem wahren Werte 
noch näher sind, ohne darum durch gröfsere ganze Zahlen 
dargestellt zu sein. Dafs dies aber nicht der Fall ist, sondern 
dafs alle Verhältnisse ganzer Zahlen, die nicht Näherungs- 
werte sind, unbrauchbarer zur Annäherung sind, zeigt der 
folgende Satz: 

Wenn ein Bruch ^ dem wahren Werte w eines 

b 

Kettenbruchs näher ist, als einer seiner Näherungs- 
werte — , so mufs a^Pn und b>>qn sein, 
qn 

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir zunächst 
an, dafs n gerade ist. Dann mufs nach dem Obigen: 

Pn ^ 

^^ <!w 



und: 

Pn-l 
Qn-l 



;>• w 






♦ T • • • • 
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sein, und zwar so, dafs der Unterschied zwischen ^^—^ 

und w gröfser ist, als der Unterschied zwischen - — und w. 

a ^^ 
Da nun der Bruch -r- nach der Voraussetzung des zu be- 
weisenden Satzes dem wahren Werte w noch näher sein 
soll, als — , so mufs sicher: 

qn' 

qn b ^ q„ _ i 
sein, d. h. es mufs 

a Pn a . qn — b . pn 



b qn b . qn 

positiv sein, also mufs auch: 

a . qn — b . Pn == X 

positiv sein. Da x die Differenz zweier Produkte von ganzen 
Zahlen ist, so ist x eine positive ganze Zahl. Ebenso 
folgt aus: 

Pn - 1 a b Pn - 1 — a q« _ 1 
qn-i b bqn-i ' 

dafs: 

b .pn-i — a.qn_i = y 

eine positive ganze Zahl sein mufs. Aus den beiden soeben 
erhaltenen Gleichungen: 

a . qn — b . Pn = X 
b.pn-i — a.qn_i==y 

eliminieren wir nun b. Dadurch erhalten wir: 

a . qn . Pn - 1 a . qn - i . Pn = X . Pn _ 1 + y . Pn 

oder: 

a (pn_ 1 qn qn- 1 Pn) = X . Pn- 1 + y • Pn- 

Nach Formel II ist nun der Ausdruck in der links 
stehenden Klammer gleich ( — 1)", also, da n als gerade 
vorausgesetzt ist, gleich -f- 1. Deshalb erhalten wir: 

a = x,pn_i + y .pn. 



{ 



1 
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Hierans folgt aber, da pn-i und x beide mindestens 
gleich 1 sind, 

a > y • Pn, 

and, da anch y mindestens 1 ist, 

a>pn. 

Wenn wir nun auch a aus den beiden Gleichungen 
eliminieren, erhalten wir 

b (pn- 1 qn — qn- 1 Pn) = X . qn ^ 1 + y . q„ 
oder: 

b = X . qn _ 1 + y • qn, 

woraus, da x und qn_ i beide mindestens 1 sind, zuerst folgt: 

t> > y • qn, 

woraus, da y mindestens 1 ist, sich ergiebt: 

b>qn. 

Zweitens nehmen wir an, dafs n ungerade sei. 
Dann ist: 

£^>w und P^Lj^<w. 
qn qn-i 

Da nun w sich von ^ noch mehr unterscheidet, als 

von -^, und da -r- dem Bruche -^ näher kommen soll, 
qn b qn 

als w, so mufs sein: 

Pn-l ^a Pn 

qn- 1 b'^qn' 
Hieraus folgt, dafs 

b Pn — a qn =: X 
eine positive ganze Zahl sein mufs, und ebenso, dafs 

aqn-i — bpn-i = y 

eine positive ganze Zahl sein mufs. Eliminieren wir nun 
b aus den erhaltenen beiden Gleichungen, so folgt: 

a (Pn qn - 1 qn Pn - i) = X Pn _ i + y Pn- 

Nun ist der in der Klammer stehende Ausdruck nach 
Formel U: — ( — 1)°, und, da n ungerade ist, gleich -|- 1. 
Also erhalten wir: 

a = xpn-i + ypn. 
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Wenn nun n = 1 und Po = ist, so folgt a = y pn, 
woraus, wenn auch y = 1 sein sollte, 

a==Pi 
folgen würde. In allen andern Fällen ergiebt sich jedoch: 

a>pn. 

In dem besonderen Fall n = 1, p^^ = 0, q^ = 1, y = 1 
folgt dann auch noch a = 1. Wir haben daher das Resultat, 
dafs, wenn a nicht gröfser als pn sein sollte, n = 1 und 
a = Pn = 1 sein müfste. In ähnlicher Weise erhalten wir 
durch Elimination von a aus den beiden für x und für y 
aufgestellten Gleichungen: 

b>qn. 

Hiermit ist unser Satz, welcher die Näherungswerte, die 
die Kettenbruch-Theorie ergiebt, vor allen andern rationalen 
Brüchen auszeichnet, bewiesen. 



Übungen. 

Schreibe den Eettenbruch, dessen Partial- 
nenner sind: 

1) 3, 4, 1, 1, 2; 2) 1, 1, 1, 1, 6; 3) 4, 1, 1, 3, 5, 1, 1, 1. 
Entwickele in einen Eettenbruch: 

4) ^■, 5) ^; 6) §; 7) ^; 8) 4^; 9) 0,12; 

10)3,1416; 11) 12,325; 12)0,016; 13) — 1|- (= — 2 + |-); 

Entwickele die folgenden periodischen Dezimal- 
brüche in einen geschlossenen Eettenbruch: 



14) 4,54; 15«) 0,148; 16) 0,67; 17) 2,567; 

In den folgenden Quotienten, die in einen Eetten- 
bruch verwandelt werden sollen, bedeuten die vor- 
kommenden Buchstaben ganze Zahlen: 

a a-)-4 c d e -|- c -^ e 

^^^ iTfl^ ^^^ ä+T' ^^^ bcde + be + de + bc+r 
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21) Die ersten beiden Partialnenner eines Kettenbrachs 
sind 2 und 3. Wie heifsen die beiden ersten Näherungs- 
werte? 

Berechne nach Formel I die Näherungswerte und den 
wahren Wert von: 

22)i— p ; 23)^ ; 24)?—-^ 

1+— r 2 



^+k 



' 2 

Die folgenden Kettenbrüche, bei denen die in 
Klammer stehenden ganzen Zahlen die aufeinander- 
folgenden Partialnenner vom ersten an bedeuten^ 
sollen als Verhältnisse ganzer Zahlen dargestellt 
werden: 

25) 2 + (1,2, 3); 26) + (1,4, 1,1); 27) 6 + (1,1, 9, 
1,4); 28) 11 + (12, 1,1, 1,1); 29) + (16, 2, 1, 1, 1, 1, 2); 
30) a + (e, f, g, h) ; 31) + (a, aS a«). 

32) Wie heifst der n-te Näherungswert eines Ketten- 
bruchs, dessen n-ter Partialnenner 3 ist, wenn der (n — l)-te 

8 3 

und (n — 2)-te llfäherungswert bezw. -—r- und — heifsen ? 

Bestimme den Näherungswert, bei dem Zähler 
und Nenner höchstens zweiziffrig ist und der 
die gröfsten Zahlen enthält, für: 

33^ ^^^ - 31) ^^^^ > 351 ^^^ 
^^^ 400 ' ^^^ 1001)0 ' "^^^ 500 • 

36) Die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Würfeln bei fünf- 
maligem Würfeln mindestens einmal die Eins zu werfen, 

1. w. . 1 {^Y 1 3125 4651 ™ u T. ^ 
betragt : 1 — [jj =1 — ^^ = -^^^^, Wie heifst der 

dritte Näherungswert dieses Wahrscheinlichkeitsbruchs? 

37) In einer Kettenbruch-Entwickelung heifst ein Nähe- 

g 

rungswert ^pp. Wie heifst der vorhergehende Näherungs- 
wert? 
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38) Um wieviel unterscheiden sich die anfeinander- 

a b 

folgenden Näherungswerte — und — ^? 

39) Zwei aufeinanderfolgende Näherungswerte haben 

209 
die Summe -z-^-^. Wie heifsen sie einzeln? 

loo 

40) Auf den n-ten Partialnenner folgt noch, durch ein 

Pluszeichen verbunden, ein Kettenbruch, der gleich y^ ist. 

7 3 

Der n-te Näherungswert ist -— , der vorhergehende — . Wie 

heifst der wahre Wert? 

41) Bilde nacheinander alle Differenzen, deren Minuendus 

69 

ist, und deren Subtrahenden die Näherungswerte von 



116 

69 . , 
ist. 



116 

42) Wenn man die Definition des Ketten bruchs dahin 
verallgemeinert, dass man den Partialnennern a,, ag, ag, 
...an nicht den Zähler 1, sondern beliebige positive oder 
negative Zähler b^, bg, bg, . . . bn giebt, so gilt für den n-ten 
Näherungswert die Formel: 

Pn^ an . Pn - 1 H~ ^n • Pn - 2 

qn an . qn - 1 + bn . qn ~ 2* 

Beweise diese Formel. 

tc 

43) Brouncker stellte 1655 die Zahl -— , das Verhältnis 

der Fläche eines Kreis-Quadranten zum Quadrat über dem 
Kadius, durch den folgenden Kettenbruch dar: 

1 

1^ 



3 + 



5 + 



3 



a 



7 + 



Berechne nach der in Nr. 42 mitgeteilten Formel die 
ersten vier Näherungswerte dieses Kettenbruchs. 
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Die folgenden Verhältnisse sollen in einen 
Kettenbruch von drei Stellen, d. h. bis zum dritten 
Partialnenner, entwickelt werden, um daraus den 
dritten Näherungswert zu finden: 

44) Das Verhältnis des Sonnen-Durchmessers zum Erd- 
Durchmesser 1929 zu 17. 

45) Das Verhältnis des Erd-Radius nach einem Pole 
hin zum Erd-Radius nach einem Aequator-Punkt hin 326114 
zu 327208. 

46) Das Verhältnis des Jahres zum Tage: 
365+ 5 . 48 . 48 



24 ' 24.60 ' 24.60.60* 

47) Das Verhältnis der geographischen Meile zum Kilo- 
meter 7,42 zu 1. ' 

48) Das Verhältnis des alten preussischen Fusses zum 



Meter: 0,31385 zu 1. 



§ 13. Ungeschlossene Eettenbrüche. 

Wenn ein Kettenbruch sich nicht schliefst, also kein 
Partialnenner als der letzte anzusehen ist, so gilt für ihn 
dennoch der wesentliche Inhalt des § 12, vor allem die 
Formeln und Sätze dieses Paragraphen, nur dafs dann auch 
Xn ein nicht geschlossener Kettenbruch ist. 

Ein ungeschlossener Kettenbruch mufs immer eine nicht 
rationale Zahl darstellen, da jede rationale Zahl mit einem 
geschlossenen Kettenbruch identisch ist, wie in § 12 gezeigt 
ist. Wenn eine nicht-rationale Zahl hinreichend definiert 
ist, so lassen sich auch immer die ersten Partialnenner 
ihrer Kettenbruch-Entwickelung berechnen, wie folgendes 
Beispiel zeigt: 

l8g3 = x, d.h. 2^ = 3, woraus hervorgeht, dafs x 

zwischen 1 und 2 liegt, also gleich 1 -\ gesetzt werden 

kann. Wir haben also: ^a 

2^+^ = 3. 
Dividiert man diese Gleichung durch 2^, so erhält man: 

2^=1 oder 2 = (1)'. 
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(3x2 9 
— I =— schon gröfser als 2. Also ist 



»1 = 1+ ^ 



oder: 



a« 



(1)'^^ 



oder: 



3\i 



i=(|)- oder (I) =|. 

4\« 16 , ... . A— iJ_ 

2~ 2' 



Nun ist (-q-) =-Q- schon gröfser als 
Daher ist: 

a, = l+ ^ 
ZU setzen. So erhält man: 



^8 



V3/ 2' 

4 
oder, nach Division durch -^: 

XT • * /9\« 81 , 17 ^, 1 , /9\» 

Nun 18t (-g-j =_=1_<1-, dagegen (^) 

^= -r^T^ = 1 -^j^ gröfser als -0-. Deshalb ist ag = 2 -| 

ZU setzen. So kann man beliebig fortfahren, und erhält 

einen ungeschlossenen Eettenbruch ftir die irrationale Zahl 
2 
log 3, der so antängt: 

1+!- 






2+. 
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g 

Dafs der dritte Näherungswert -r- dieses Kettenbruchs 

5 

2 

nur wenig gröfser ist, als der wahre Wert von log 3 er- 
kennt man aus: 

2T = 2 . 2i = 2 . f 2» = 2 . "^8 = 3,03 > 3. 

Unter den ungeschlossenen Kettenbrüchen sind besonders 
wichtig diejenigen, bei denen die Partialnenner in derselben 
Reihenfolge immer von neuem wiederkehren, z. B.: 

1 



2 + ' 



5 + 1 



2 + i 



Solche Kettenbrüche heifsen periodisch. Bei dem vor- 
angehenden Beispiel besteht die Periode aus zwei Partial- 
nennern 5 und 2. Der Periode können auch Partialnenner 
vorangehen, die nicht zur Periode gehören, und die man 
dann vorperiodische Partialnenner nennt. Die allgemeinste 
Form eines periodischen Kettenbruchs ist also folgende: 



»0+- 



..+1 



^2 + 



1 

SLy+- 



»7+1+ - 



ar-f2+ • . 



a^_l-n+ - 



aT+i+ - 



ay+2+ • . 

• ay+n+ 
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Hier sind v vorperiodische Partialnenner, nämlich: 

vorhanden, and die Periode besteht dann aus n Pariial- 
nennern, nämUeh: 

Es läfst sich beweisen, dafs jeder periodische Ketten- 
brach eine Irrationalzahl zweiten Grades darstellt, 
d. h. die irrationale Wurzel einer Gleichung von der Form : 

Ax« + Bx + C = 0, 

wo A, B, C ganze Zahlen sind. Um den soeben ausge- 
sprochenen Satz zu beweisen, nehmen wir zunächst an, dafs 
der Eettenbruch rein-periodisch sei, d. h. gar keine vor- 
periodische Stellen habe. Bezeichnet man dann die von ihm 
dargestellte Zahl mit x, so hat man: 

, 1 



an 



»1+ 



^+\ 



an+-. 



Man erkennt nun, dafs der mit an durch ein Plus- 
Zeichen verbundene und in § 12 mit Xn verbundene unge- 
schlossene Kettenbruch gleich x — a^^ ist. Wendet man 
daher die Formel IV des § 12 an, so erhält man: 

Pn + (X — ao)Pn-l 



x = 



qn + (x — ao)qa-r 

Da pn, qn? Pn-i9 ^n - 1 gauzc Zahlen sind, so ergiebt 
sich hieraus eine quadratische Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten, nämlich: 

Ax« + Bx + C = 0, 

wofA = qn_i, B = qn — a^^qn-i — pn-i, C = aoPn-i — Pn 
ist. Als Beispiel wählen wir: 
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1 



3 + 



2 + S 



1 + 

5 + 



2 + ^ 



1+i 



5 + 



oder, wenn wir den Wert des Kettenbrachs mit x bezeichnen: 

1 



X — 3 = 



2 + 1 



1 + ' 



5 + x— 3. 



Die gesuchte quadratische Gleichung ergiebt sich nun 
am einfachsten dadurch, dafs wir, nach Formel I des § 12, 
den dritten Näherungswert des rechts stehenden Eettenbruchs 
bestimmen, indem wir 2, 1, 5-|-x — 3 = x-|-2 als die 
drei ersten Partialnenner betrachten. So ergiebt sich: 

1 1 (x + 2)+l x + 3 



2' 3' (x + 2).3 + 2 3x + 8' 

Demnach ist: 

x-3^ A+3 



oder: 
oder: 

oder: 



also: 



3x + 8 

3x* — 9x + 8x — 24 = x + 3 
3xä — 2x — 27 = 



X*— yX — 9 = 0, 



=.-l+l/"JL + 9-i+-^ 
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Man bemerke, dafs die quadratische Irrationalzahl, die 
sich aus der gefundenen quadratischen Gleichung ergiebt, 
sich immer in der Form: 

E + F./D 

schreiben läfst, wo E und F rationale Zahlen sind, und D 
eine ganze Zahl ist. Denn 

Ax« + Bx-f-C = 
ergiebt: 



x = 



^ ±J^VB-^ — 4AC. 



2A — 2A 

Wenn zweitens ein unrein-periodischer Kettenbruch vor- 
liegt, der die v vorperiodischen Partialnenner : 

^1? ^2> ^> . . . ay 

besitzt, so ist der mit a^ durch ein Plus-Zeichen verbundene 

Kettenbruch gleich E-j-F/D. Wir erhalten daher nach 
der Formel IV des § 12: 

^^ p,-f (E + FV^)p,_i 
q, + (E + Fl/D)q,.i' 

Wenn man nun Zähler und Nenner mit qy-f-Eq^-i 

— Fqy_iV^D multipliziert, wird der entstehende Nenner 
rational, und der Zähler zu einem Ausdruck von der Form 

G -f- H V^D. Man erkennt also, dafs x wieder eine Irrational- 
zahl zweiten Grades von der Form E' -f- F' V^D wird, wo 
E' und F' rationale Zahlen und D eine ganze Zahl wird. 
Wir nehmen als Beispiel den unrein-periodischen Kettenbruch: 

3 + i— j 

2+^-1 

2 + i— f 

1 + i 

5+ • 
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Wir berechnen zunächst den rein-periodischen Eettenbrach 
1 

y = — 1 

2 + — 



1+^ 



5 + ^ 



2+^ 



1+^ 



5+ • 
aas den Näherangswerten: 

!_ i_ • (5 + y) + i ^ y + 6 

2' 3' (54-y).3 + 2 3y + 17 
durch Vermittelung der Gleichung: 

y- 3y^i7 «der 3y« + 17y = y + 6 
oder : 

y* + ^y-2 = o. 

So erhalten wir: 

Nan ergiebt sich der gesachte Wert des Kettenbruchs 
aas den Näherangswerten: 

2 7_ (l+y)-7 + 2 _ 7y + 9 
1' 3' (l + y).3 + l -3y + 4' 
also: 

7(-|+l^«'"2) + ^ _56 + 7/r2 + 27 



x = 



3(_|+|/r2) + 4 -24 + 3/82 + 12 

^ 7/82—29 ^ (7/ 82— 29) (3/82+12) _ 1374—3/82 

~" 3/82— 12 ~ 738 — 144 ~~ 594 

458-/82 458 1 ^_ 

/82. 



198 198 198 
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Wie amgekehrt jede quadratische Irrationalzahl in einen 
periodischen Eettenbruch verwandelt werden kann, ist ans 
dem Folgenden ersichtlich: 



458-/82 ^ , 1 
198 a 



62+/82 _g 1 
19 b 



/82-5_ 1 
3 c 



1^ 62-/82 
a~ 198 

1 V82+ 5 
b 19 

/82-8 



a= 



198 _ 198(62+/82) 



62-/82 



b=^^ 



3762 

19(/82-5) 



/82+5 



57 



/82+8_2 1 
6 d 



1 
c 

1^ /82- 4 
d 6 



^ 3 ^ 3(/82+8) 

/82-8 18 

i 6(/82+4) 



d — . 



,]^l!±i=i+l 

11 e 



V S2+7 ^^ 1 
3 f 

Daher: 



458 — /82 
198 



1 /82-7 
e 

1 
f 



11 

/82-8 



/82-4 66 

ll(/82+7) 



11 

*~/82-7 



= — , also f-=c. 
c 



33 



3+ 



1 + 



2+ 



1+ 



6+ 



+ 



1 + 



5+ 



Ein zweites Beispiel zeige, wie die Quadratwurzel aus 
einer Zahl, die keine Qnadratzahl ist, immer einen rein 
periodischen Eettenbruch ergiebt: 

Sabsbtit, Nitdat« Aiwlyiif. 8 
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/23=4 



= 1 



=3 



b 
1 



1^ 
a a 

1^>^23 
b~~ 7 



/23— 4 



a^ 



1 _/23+4 



/23— 4 



c 
111 



l_/23— 3 
c 






2 
V23- 



7 ^ 7(/23+3) ^ /23+ a 
~V23— 3~~ 14 "" 2 

2 2(/23+3) y^+a 



c= 



=8 



did 
1 



d= 



/23— 3 14 7 

7 _ 7(/23+4) _,^- 
V23—4: 7 



=/23+4 



— =V^ — 4= — , also e^a. 



e 



Daher: 



a 



/23 = 




wo die Periode durch einen schrägen Strich kenntlich ge- 
macht ist. Als braachbare Näherangswerte von V^23 er- 
geben sich daher: 



4^ 4A 
*1' *4' 



39 . 43 



5' 44' 49'*" 
In der That ist schon der dritte Näherungswert 4 

= — - sehr nahe an V23, da (-^) 1= -- ^ 
5 V 5 / 25 



23 



25 



4^ 
5 

ist. 



In der Zahlentheorie wird bewiesen, dafs, wenn a ganz- 
zahlig ist, der letzte Partialnenner der Periode des Ketten- 

brnchs, der gleich VH ist, das Doppelte der V& nächst 
kleineren ganzen Zahl ist, nnd dafs der vorletzte Partial- 
nenner der Periode gleich dem ersten, der vorvorletzte gleich 
dem zweiten Partialnenner, u. s. w. ist. 
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Ubangen. 

Verwandele in eine quadratische Gleichung und 
deren eine Wnrzel: 

1 



1) 



2+i 



2+^ 



2+ 



2)3+i— i- ;3)^ 



1 ' '' 1 

1+^ 2+' 



2 + ^ 1+^ 



1 + ^^ 3+- 



2+-. 2+i 



1 + ^ 



3+-. 

Bei den folgenden Eettenbrttchen, die in eine 
quadratische Irrationalzahl verwandelt werden 
sollen, sind die Partialnenner der Periode der Keihe 
nach in eine Klammer gesetzt, and die etwa 
vorhandenen vorperiodischen Partialnenner, 
durch ein Semikolon getrennt, davor: 

4) 3 + (6,..); 5) 1 + (1,2,..); 6) 1 + (1,1,2,..); 
7) (3,..); 8) (1,2,4,..); 9) (1,2; 3..); 10) 7+(3,l,l,3, U. .); 
11) (5, 6 . .); 12) (2, 5, 3; 1, 2, 4 . .); 13) 1 + (3, 1, 8, 1 . .). 

Verwandele in periodische Kettenbrtiche: 
U)-- l+y^^; 15) 5 + /2; 16)-l+ivi5; 

17) iH:^. 18)69^^; I9)y53; 20) /23; 

21) 3/3; 22) /31. 

Verwandele die gröfsere Wnrzel der folgenden 
quadratischen Gleichungen in Eettenbrttche: 

23)x« + 4x— 1 = 0; 24) x«-|-5x = 7; 25)x« + 13 
= 12 x; 26) 3 X« + 3 X = 1; 27) 5 x« + 30 x = 6. 

8* 
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Welcher Eettenbr.uch ist, falls a ganzzahlig ist, 
gleich: 



28) Va^+l? 29)/ä2 + 2? 30)/4a«+l? 

Berechne methodisch Brüche, welche im Zähler 
nnd Nenner höchstens zweiziffrige Zahlen haben, 
und sich von den Werten der folgenden Irrational- 
zahlen möglichst wenig unterscheiden^ 



y IQ Q 1 

31) /lO; 32)^ — ; 33) /53; 34) —3+^1/255. 

35) Berechne auf 4 Dezimalstellen die Unterschiede 
zwischen der Irrationalzahl Vh und ihren Näherungswerten, 

bis dieselben < rr- werden. 

36) Welcher Bruch mit zweizifi&igen Zahlen kommt 
dem, Verhältnis des gröfseren Abschnitts einer stetig geteilten 
Stz'ecke zur ganzen Strecke am nächsten? 

37) Welcher Bruch mit einem zweiziffrigen Nenner 
drückt das Verhältnis der Diagonale eines Quadrats zur 
Seite am besten aus? 

38) Warum ist der Eettenbruch, dessen Partialnenner 
die aufeinander folgenden ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . . sind, 
nicht Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten? 

39) Warum ist der in 38) genannte ungeschlossene 

7 30 

Kettenbruch kleiner als -r-^. aber gröfser als -777-? 

10 4o 



§ 14. Eine einzige Gleichung ersten Grades 

mit zwei Unbekannten. 

Bei einer Gleichung ersten Grades mit zwei Unbekannten 
kann man jede der beiden Unbekannten durch die andere 
ausdrücken, so dafs a.lso jedem Werte der einen Unbekannten 
ein zugehöriger Wert der andern entspricht, und deshalb 
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unzählig viele Wertepaare vorhanden sind, deren jedes die 
Gleichung erfüllt. Sind die Koeffizienten d, e, f der Gleichnng : 

dx-f-ey = f 

rationale Zahlen, so kann man durch Multiplikation mit dem 
Generalnenner eine Gleichnng 

ax-f-by = c 

erzielen, deren Koeffizienten a, b, c positive oder negative 
ganze Zahlen sind. Man erhält dann zu jedem rationalen 
Werte von x einen zugehörigen rationalen Wert von y und 
umgekehrt, so dafs unzählig viele Wertepaare die Gleichung 
a X -|- b y = c erfüllen. Wenn es dann darauf ankommt, 
aus diesen unzählig vielen Wertepaaren methodisch die- 
jenigen herauszusuchen, welche ganzzahlig sind, so nennt 
man die Gleichung eine diophantische.^) Meist wünscht 
man sogar, nur diejenigen Wertepaare zu erhalten, welche 
positiv ganzzahlig sind. Praktisch treten solche Gleichungen, 
bei denen nur diejenigen Wertepaare Sinn haben, die ganz- 
zahlig und positiv sind, bei Fragen nach der Anzahl von 
Individuen auf, z. B. Anzahl von Menschen, von Tieren, auch 
von Bäumen, von Eiern u. s. w. Zunächst wollen wir 
jedoch ein ganzzahliges Wertepaar ohne Rücksicht auf die 
Vorzeichen zu bestimmen suchen. Wir setzen voraus, dafs 
c = 1 sei, und dafs von den beiden ganzzahligen Koeffizienten 
a und b der Gleichung a x -|- b y = 1 der eine positiv, der 
andere negativ sei. Es sei a der positive Koeffizient, dann 
läfstsich die Gleichung immer durch Kettenbruch-Entwickelung 
nach der in § 12 bewiesenen Formel 11: 

Pn- 1 . qn — Pn . qn-l = (— 1)" 

lösen. Man hat dann nämlich nur den Bruch ^r- oder — in 

b a 

einen Kettenbruch zu entwickeln. Dann ergiebt der vorletzte 

Näherungswert durch seinen Zähler und seinen Nenner 

immer eine Lösung der diophantischen Gleichung, weil der 

a b 

letzte Näherungswert -r- bewz. — ist. Man erkennt dies 

aus den folgenden Beispielen: 

*) Von Diophantos, einem alexandrinischen Arithmetiker, der 
nnter Diocletian lebte und Bücher schrieb, in denen n. a. soldie 
Gleichungen mit ganzzahligen Lösungen vorkommen. 
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1) Wenn 9x — 13y = l die gegebene Gleichung igt, 

9 

so entwickele man zr^ in einen Eettenbrach. Man erhält 

13 

Ganze and 1, 2, 4 als Partialnenner, und deshalb die 

Näherungswerte : 

Jl A A 
1 ' 3' 13* 

Da nun 9.3 — 13.2 = -|-1 ist, so wird die Gleichung 
9 X — 13 y = 1 durch x = 3, y = 2 erfüllt. 

2) Um die Gleichung 303 x — 134 y = 1 zu lösen, hat 

134 
man -^^ in einen Kettenbruch zu entwickeln. Man erhält 

Ganze und die Partialnenner : 

2, 3, 1, 4, 1, 5; 
daher die Näherungswerte: 

1 3 4 19 23 134 



2 ' 7 ' 9 ' 43' 52' 303 * 

Daher ist x = 23, y = 52 eine Lösung der Gleichung. 
In der That ist: 

303 . 23— 134 . 52 = 6969 — 6968 = 1. 

3) Um für 138 X — 85y = l eine Lösung zu finden, 

85 
entwickelt man in einen Kettenbruch. Derselbe ergiebt 

LOO 

Ganze und die Partialnenner: 

1, 1, 1, 1, 1, 1, 10, 
also die Näherungswerte: 

112 3 5 8 85 



1 ' 2 ' 3 ' 5 ' 8 ' 13' 138 • 
Nun ist aber: 

138 . 8 — 85 . 13 = 1104 — 1105 = — 1. 

Also ist nicht x = 8, y = 13, sondern x = — 8, 
y = — 13 eine Lösung der vorgelegten Gleichung, da 

138 . (— 8) — 85 . (— 13) = — 1104 + 1105 = + 1 
ist. 
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Aach, wenn die KoefiSzienten a nnd b beide positiv, 
oder beide negativ sind, läfst sich ein ganzzahliges Werte- 
paar der Gleichung 

ax + by = l 

durch die Eettenbruchmethode leicht bestimmen, da negative 
Zahlen nicht ausgeschlossen sind. So entnehmen wir aus 
dem obigen dritten Beispiel, dafs die Gleichung 

138x + 85y=l 

durch X = — 8, y = +13 erfüllt wird. Wäre 

— 138 X — 85 y = 1 

die vorgelegte Gleichung, so würde man ans dem vorletzten 

Näherungswert — von -^r^^ schliefsen, dafs x = -f- 8, 

y = — 13 ein richtiges Wertepaar ist 

Auf den soeben behandelten Fall, wo das von x und 
y freie Glied c gleich 1 ist, läfst sich der allgemeine Fall, 
dafs c eine beliebige ganze Zahl ist, zurückführen. Denn, 
wenn x = x^, y = Ji eine Lösung der Gleichung 

ax-j-by = 1 

ist, also wenn 

axi + byi=l 

ist, so mufs x = cx^, y = Gj^ eine Lösung der Gleichung 

ax-|-by = c 
sein, weil dann 

a(cxj + b(cyj = c 

sein mufs. Hierfür zwei Beispiele: 

1) Es sei: 

9x+13y=118. 

13 
Man entwickelt -^ in einen Eettenbruch, findet als vor- 

3 
letzten Näherungswert — , erkennt, dafs 9.3 — 13.2 = + 1 

ist, und erhält daraus, dafs 3 mal 118 oder 354 und 2 mal 
118 oder 236 richtige Lösungen der Gleichung 

9x — 13y=118 



{ 



md. Data- erftill das Weitepaar: 

x = 354 

y = _236 

die Torgelegte deielmiii;. 

2) Um für die GAeiehnng: 

31x — 19y=U 

31 
ein Wertepaar za finden, entwickele man ^3 in einen Ketten- 

13 31 
bmelL Man erkennt dadnreh, daÜB -^ der ^^ benachbarte 

o l" 

NäJbemngswert ist Nun ist: 

31.8 — 19.13 = 4-1. 

FolgUcb wird die vorgelegte Gleichung durch x gleich 
8 mal 11 oder 88 nnd durch y gleich 13 mal 11 oder 143 
erfttllt In der That ist: 

31 . 88 — 19 . 143 = 2728 — 2717 = 11. 

Bisher haben wir uns immer damit begnügt, ein einziges 
Wertepaar zu finden, das die vorgelegte Gleichung erfüllt 
Aus einem einzigen Wertepaare kann man aber leicht alle 
Wertepaare ableiten, die die Gleichung erf Allen; denn, wenn 

axi + byi=c 
ist, so mufs auch: 

a (x^ + m . b) -f- h (ji — m . a) = c 

sein, wo m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 
ist, weil a . (m b) = b . (m a) ist. Es bilden also sdle ganzen 
Zahlen x, welche die Gleichung 

ax + by = c 

erfüllen, eine arithmetische Reihe mit der konstanten Differenz 
b, während alle ganzen Zahlen y, welche diese Gleichung 
erfüllen, eine arithmetische Reihe mit der konstanten 
Differenz a bilden. Um z. B. bei dem obigen zweiten Bei- 
spiele, aus dem gefundenen Wertepaar | ^ ZI 14.Q f ^^ 

Wertepaare zu finden, hat man nur von 88 ausgehend, immer 
um 19 zu vermehren oder zu vermindern, während man 
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gleichzeitig von 143 ausgeht nnd nm 31 yermehrt oder ver- 
mindert. So erhält man alle Wertepaare, welche die 
Gleichung erfüllen. Man schreibt die so resultierenden 
Wertepaare übersichtlich folgendermafsen : 



145 126 107 X 88 69 50 31 12 


7 


26 


236 205 174 y 143 112 81 50 19 


12 


43 



Dafs man auf solche Weise zn allen denkbaren Lösungen 
gelangt, geht daraus hervor, dafs aus 

axi+byi=c 
und 

a ^ + b Ja = C 

durch Subtraktion folgt: 

a(Xi — Xa) = — b(yi — Ja), 

woraus man erkennt, dafs x^ — x^ durch b und y^ — y^ 
durch a teilbar sein mufs, da a und b ohne gemeinsamen 
Teiler*) vorausgesetzt sind. 

Unter den Zahlenpaaren, welche die Gleichung 

31 X — 19 y = 11 erfüllen, ergab sich x = 12, y = 19 als 

das Paar, das die kleinsten positiven ganzen Zahlen enthält. 

Wenn man nur dieses Paar haben will, so hat man bei dem 

durch die Kettenbruch - Methode gefundenen Wertepaar 

X ^ 88 \ 
1 4^q f den Rest zu bestimmen, den 88 bei der Division 

durch 19 läfst. Man findet: 

88 = 4 . 19 + 12 , also x = 12 , 

und schliefst dann, dafs 143 minus 4 mal 31 oder 19 der 
zu X = 12 zugehörige Wert von y sein mufs. 

Um auch bei dem ersten der beiden obigen Beispiele, 
also bei: 

9x + 13y = 118 

aus dem anfänglich gefundenen Wertepaar x = 354, 
y = — 236 dasjenige Paar zu finden, bei dem x positiv 



{ 



*) Hätten nämlich a und b einen gemeinsamen Teiler, so hätte 
ihn anch c. Dann würde man durch diesen Teiler heben können, nnd 
gelangte so zn einer Gleichung, in der die Koeffizienten von x und 
von y ohne gemeinsamen Teuer sind. 
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nnd möglichst klein ist, hat man 354 durch 13 zu dividieren. 
Man erhält, dafs 

354 = 13.27 + 3 

ist, also X = 3, woraus folgt : 

y == — 236 + 27 . 9 = — 236 + 243 = 7. 

In der That ist 9 . 3 + 13 . 7 = 118. 

Wenn man, wie es häufig vorkommt, nur die positiv 
ganzzahligen Lösungen, aber diese auch sämtlich, zu be- 
stimmen wünscht, so hat man aus der grofsen Gruppe aller 
Lösungen diese herauszuschälen, was keine Schwierigkeiten 
bietet, wie die folgenden Beispiele zeigen: 

1) 75x-|-59y = 1131 sei die zu lösende Gleichung. 

Da die Koeffizienten von x und von y beide von gleichen 

Vorzeichen sind, so kann es nur eine endliche Anzahl von 

positiven Wertepaaren geben, welche die Gleichung be- 

75 
friedigen. Aus der Kettenbruch - Entwickelung von -^ 

findet man, dafs 11 und 14 Zahlen sind, welche die Gleichung 

75x — 59y = + l 
befriedigen müssen. In der That ist: 

75 . 11 — 59 . 14 = 825 — 826 = — 1. 
Daher genügen — 11 und — 14 der Gleichung: 

75x — 59y=: + l, 

also — (11 . 1131) und + (14 . 1131) der vorgelegten 
Gleichung. Also stecken alle Lösungen in: 



rx = 59m— 11.1131 \ 
\y = — 75m4-14.1131 (' 



wo m jede beliebige, positive oder negative, ganze Zahl ist. 
Indem man mit 59 in 11 . 1131 = 12441 dividiert, findet 
man, dafs m mindestens 211 sein mufs, damit x positiv 
werde. Also ist die kleinste positive Zahl, welche, für x 
eingesetzt, die Gleichung 75 x-[- 59 y= 1131 erfüllt, die 
Zahl 59.211 — 12441 = 12449 — 12441 = 8. Daher ist 
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y gleich 14.1131 — 75.211 = 15834 — 15829 = 9. In 
der That erfüllt das Wertepaar 



(j:^) 



<iie Gleichung 75x -|- 59y = 1131. Dafs dieses das einzige 
positive Wertepaar ist, erkennt man daraus, dafs, wenn x 
um 59 wächst, y um 75 abnehmen mtifste, oder umgekehrt, 
also in beiden Fällen eine der Unbekannten negativ würde. 

2) Bei 23x — 13y = 27 erkennt man von vornherein, 

dafs es unzählig viele positive Wertepaare geben mufs, 

welche die Gleichung erfüllen. Die Kettenbruch-Entwickelung 

13 
von -^r^ ergiebt die Partialnenner : 1, 1, 3, 3, daher die 

Näherungswerte — , -^, -=-, -^r^. Also mufsx = 4, y=:7 

die Gleichung 

23x — 13y = +l 

erfüllen. Da + 1 heraus kommt, so ist x = 4 . 27 = 108 und 
y = 7 . 27 = 189 ein richtiges Wertepaar. Das kleinste 
positive X erhält man, indem man von 108 das 8 fache yon 
13 subtrahiert, wodurch man x = 108 — 104 =: 4 erhält. 
Subtrahiert man von 189 das 8 fache von 23, so erhält man 
zugehörig y == 189 — 184 = 5. Daher ist die allgemeine 
Lösung : 

/x = 4 + 13m\ 

\y = 5 + 23m/' 

und die beiden arithmetischen Reihen: 

x = J4, 17, 30, 43, 56, . . . 
y=\5, 28, 51, 74, 97, . . . 

ergeben durch je zwei Glieder von gleicher Nummer eine 
Lösung der vorliegenden Gleichung 23 x — 13y = 27. 

3) Bei 23x-]- 13y = 755 findet man, wie im zweiten 
Beispiel, zunächst, dafs x =: 4 und y = 7 die Gleichung 
23x — 13y=l erfüllen, dafs also 4 mal 755 oder 3020 
und ( — 7) . 755 =: — 5285 die gegebene Gleichung erfüllen. 
Nun dividiert man 3020 durch 13 und erhält: 

3020 = 13 . 232 + 4. 
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Den gefhndenen Quotienten 232 hat man mit 23 zu multi- 
plizieren, und vom Produkte 5285 zu subtrahieren. So er- 
hält man 

232 . 23 — 5285 = 5336 — 5285 = 51. 

Es ist also 4 und 51 dasjenige Wertepaar, bei dem 
der Wert 4 von x positiv und mögliehst klein ist. Die 
allgemeine Lösung kann daher so geschrieben werden: 



/x= 4 + 13m\ 
\y=:51 — 23mJ- 



Wünscht man nur die positiv-ganzzahligen Wertepaare, 
so hat man hier m = oder 1 oder 2 zu setzen. Denn 
für m < würde x negativ, für m > 2 würde y negativ. 
Es giebt also drei positiv-ganzzahlige Lösungen, nämlich: 



x = 

y — 



4 
51 



17 

28 



30 
5 



Der soeben vorgetragenen Methode der Auflösung 
diophantischer Gleichungen durch Kettenbruch-Entwickelung 
steht eine zweite Methode gegenüber, welche von der Ketten- 
bruch-Theorie unabhängig ist, und welche nur von dem 
Satze Gebrauch macht, dafs durch Addition oder Subtraktion 
von ganzen Zahlen man wieder zu ganzen Zahlen gelangen 
mufs. Bei dieser Methode, die man passend die Rest- 
Methode nennen kann, gelangt man nicht, wie bei der 
Kettenbruch-Methode, zunächst zu einem einzigen richtigen 
Wertepaar, sondern sofort zur allgemeinen Lösung. Nach der 
Rest-Methode gestaltet sich die Lösung der Gleichung, die 
soeben als drittes Beispiel gegeben wurde, folgendermafsen : 

Da in 23 x -j- 13 y = 755 die Unbekannte y den kleineren 
Koeffizienten hat, so drücke man y durch x aus. So er- 
hält man: 

755-23X o^ I l + 3x 
y- j3 _58-2xH jg— . 

Hier wurde mit 13 in 755 dividiert, wodurch man 58 
Ganze und — erhielt. Ebenso wurde mit 13 in 23 x divi- 
diert, und, da 23 sich von 2 mal 13 weniger unterscheidet. 
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als von Imal 13, 2x als Quotient gewählt, so dafs 
— Y^ — = — 2x-|- -"ö" gesetzt ist. Man sehliefct nun so 
weiter: Da y and 58 — 2x ganze Zahlen sein sollen, so 

mufs auch — ^^ — eine ganze Zahl sein. Nennt man die- 

lö 

selbe a, so erhält man : 

13a— 1 , , a— 1 
x= = 4a + -3-. 

Da nun x und 4 a ganze Zahlen sind, so mufs auch 

a 1 

— - — eine ganze Zahl sein, die b heifsen möge, so dafs 

man nun aus — ^ — "^^ schliefsen kann: 

a = 3b + l. 

So mufs man sehliefslich, da bei jeder Division der 
Best kleiner als der Divisor ist, auf einen Buchstaben 
kommen, der den EoefiGzienten 1 hat, so dafs man nun den 
Bruchstrich los wird. Man hat bei unserm Beispiel nach 
einander die drei Gleichungen erhalten: 

y=58 — 2x + a 
x = 4a-|-h 
a = 3b-f-l. 

Durch Substitution rückwärts erhält man nun x und 
y beide durch den zuletzt eingeftlhrten Buchstaben b aus- 
gedrückt, nämlich: 

x = 4(3b + l) + b = 13b + 4; 

y = 58 — 2 (13b + 4) + (3b + 1) = 51 — 23b. 

Diese allgemeine Lösung ergiebt dann für b = 0, 1, 2 
die drei positiv-ganzzahligen Wertepaare. Natürlich kann 
auch jedes Paar von Ausdrücken als allgemeine Lösung 
gelten, das aus x = 13 b + 4 und y = 51 — 23b entsteht, 
wenn man b = c + n setzt, wo n eine positive ganze Zahl 
ist. Setzt man b = c -|- 2, so erhält man z. B. : 

x = 13c + 30 
y = 5 — 23c. 
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Hier hat man nun natürlich c = 0, — 1, — 2 zu setzen^ 
um aus der allgemeinen Lösung die drei positiy-ganzzahligen 
Lösungen herauszuschälen. 

Zur weiteren Verdeutlichung der Rest-Methode diene 
das folgende Beispiel, bei welchem man unzählig viele positiv- 
ganzzahlige Lösungen erhalten mufs, weil die Koeffizienten 
von X und von y verschiedene Vorzeichen haben. 

Es liege die diophantische Gleichung vor: 

69x— 31y = 39. 

Da 31 der kleinere Koeffizient ist, so drückt man y 
durch X aus und erhält: 



y= 



69x — 39 
31 



==2x— 1 + 



7x— 8 
31 



2x— 1 + a, 



also 7x — 8 = 31a oder: 
31a + 8 



x = 



= 4a + l + 



3a-fl _ 



= 4a + l + b, 



also 3a -f- 1 = 7b oder: 
7b — 1 



a = 



= 2b + ^^-^=2b + c, 



3 '3 

also b — 1 = 3c oder: 

b = 3c + l. 

Nun erhält man, rückwärts substituierend: 

a = 2(3c4-l) + c = 7c + 2 

x = 4 (7c + 2)4- 1 + (3c + 1) = 31c + 10 

y = 2 (31 c + 1 0) — 1 + (7 c + 2) = 69 c + 21 . 

• r 

In der That ist: 

69 (31c + 10) — 31 (69c + 21) = 690 — 651 = 39. 

Setzt man nun in x = 31 c -f- 10 und in y = 69c -]- 21 
die ganze Zahl c;^0, so kommen unzählig viele positiv- 
ganzzahlige Lösungen, deren kleinste sind: 



X 


10 


41 


72 


103 


y — 


21 


90 


159 


228 
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Übungen. 

Welcher Wert von y gehört zu x = 3 bei den 
folgenden Gleichungen: 

l)4x + 5y=27? 2)9x— 7=17? 3) ^^"^^ =y— x— 1? 

4)x + y = A? 5) 9x-(y + l) = i-(7x + 8y)? 

6) 200y + x = 5? 

Suche die kleinsten positiven Werte von x und 
von y, welche die folgenden Gleichungen erfüllen: 

7)9x — 13y = l; 8)19x— lly = l; 9)43x— 51y=l? 

Suche nach der Kettenbruch-Methode ein ganz- 
zahliges Wertepaar, das die folgenden Gleichungen 
erfüllt: 

10) 20x+lly=l ; 11) 23x+17y=l ; 12) 10x + 17y=l; 
13) — 15x + 37x=l; 14) — 9x— 10y=l. 

Welches die folgenden Gleichungen erfüllende 
Wertepaar ergiebt sich nach der Kettenbruch- 
Methode zuerst? 

15)4x— 9y=5; 16) 27x— 20y=12; 17) lllx+100y=7. 

Welche konstante Differenz mufs die arith- 
metische Reihe a) der Werte von x, b) der Werte 
von y haben, welche die folgenden Gleichungen 
erfüllen? 

18)9x+17y=260; 19)5x+203y=9; 20) 207x+y=415. 

21) Wenn die Gleichung a x -f- b y = c durch x = Xj , 
y = y^ erfüllt wird, so wird dieselbe auch erfüllt durch 
x = x^-f-mb, j = Ji — ma. Warum? 

22) Der Gleichung 9x-f-8y = 260 genügt x = 20, 
y = 10. Bestimme hiemach andere positive ganze Zahlen, 
welche die Gleichung auch erfüllen müssen. 

23) In der Gleichung ax-|-by = ci8t c positiv. Welche 
Vorzeichen müssen a und b haben, damit die Gleichung 
a) durch eine endliche Anzahl positiver Wertepaare erfüllt 
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wird, b) durch unzählig viele Wertepaare befriedigt wird, 
c) durch kein Wertepaar erfüllt werden kann? 

24) Bei der Gleichung ax-f-hy = c haben a und b 
einen gemeinsamen Teiler, den c nicht hat. Warum kann 
die Gleichung weder positive noch negative ganzzahlige 
Wurzelpaare haben? 

25) Die Gleichung a x -[- b y = c wird dmrch x^ = 7, 
y^ = 9, femer durch Xj = 13, yg = 2 erfüllt. Wie grofs 
sind a, b und c? 

26) In welchem Falle sind die arithmetischen Reihen, 
die sich bei der Berechnung der ganzzahligen Lösungen 
einer diophantischen Gleichung ergeben, a) beide steigend 
oder beide fallend? b) die eine steigend, die andere fallend? 

Bestimme nach der Kettenbruch-Methode 
dasjenige die folgenden Gleichungen erfüllende 
Wertepaar, bei welchem x positiv, aber möglichst 
klein ist: 

27)13x + 5y = 67; 28)9x+31y=58; 29) 19x— 8y=6; 
30) 203x— I00y=15; 31) 122 x + 85 y = 4620. 

Gieb vermittelst des Buchstabens m, der 
jede beliebige ganze Zahl bedeuten soll, alle 
Lösungen der folgenden Gleichungen an: 

32) 20x + 17y = 202; 33) 47 x — 20y = 70; 
34) 5x+lly = 210; 35) 97x — 47y = — 440. 

Bestimme nach der Rest-Methode die all- 
gemeine ganzzahlige Lösung der folgenden 
Gleichungen: 

36) 7x + 9y = 115; 37) 23x — 20y = 15; 

38) 79 X + 48 y = 3400 ; 39) — 93 x + 203 y = 85. 

40) Wenn zwei allgemeine Lösungen einer diophantischen 
Gleichung a x -|- b y = c verschieden lauten, und doch beide 
richtig sind, so mufs die eine Lösung aus der andern 
dadurch folgen, dafs man m durch m + n ersetzt, wo n eine, 
beliebige ganze Zahl ist. Warum? 

41) Jemand hat geftinden, dafs das Wertepaar x = 7, 
y = 11 die diophantische Gleichung 19x-|-12y = c be- 



§ 14. Eine einzige Gleichong ersten Grades mit 2 Unbekannten. 129 

friedigt. Warum kann es keine zweite Lösung geben, bei 
der die Werte von x und von j auch positive ganze Zahlen sind? 

42) Die Gleichung 4 x -j- 7 y = c wird durch x = 23, 
y = 3 erfüllt. Wie kann man, ohne c zu berechnen, die 
andere die Gleichung erfüllenden ganzzahligen Wertepaare 
finden? 

43) Wie heifst die diophantische Gleichung, deren all- 
gemeine Lösung x = 84-5m, y = 19 — 3m lautet? 

44) Jemand findet bei Anwendung der Rest-Methode auf 
die diophantische Gleichung a x — 27 y = c die Lösung 
X = 7 -f- 26 m. Warum mufs er sich verrechnet haben? 

45) Warum kann die Gleichung 27 x -j- 45 y = 1000 
keine ganzzahlige Lösung haben? 

46) Auf welche diophantische Gleichung mit kleineren 
Koeffizienten reduziert sich die Gleichung 119x — 70y=84? 



47) Zwei positive ganze Zahlen zu bestimmen, welche, 
mit 5, beziehungsweise mit 13 multipliziert, Produkte er- 
geben, deren Summe 107 ist. 

48) Die Zahl 100 in zwei Summanden zu zerlegen, von 
denen der erste durch 7, der zweite durch 11 teilbar ist. 

49) Die allgemeine Form einer Zahl, die durch 5 
dividiert, den Rest 3 läfst, ist 5 f -f~ 3. Welches ist die 
allgemeine Form: a) einer Zahl, die durch 9 dividiert, den 
Best 7 läfst, b) einer Zahl, die durch 11 teilbar ist, c) einer 
Zahl, die durch 19 geteilt, den Best 1 läfst? 

50) Von einer Zahl, die durch p geteilt, den Best 
p — 1 läfst, kann man sagen, dafs sie den Best — 1 läfst. 
Warum? 

51) Wie heifst die allgemeine Form einer Zahl, die 
durch 7 und durch 13 zugleich teilbar ist? 

52) Wie heifst die allgemeine Form einer Zahl, die 
durch 8 geteilt, den Best 1 und durch 9 geteilt, auch den 
Best 1 läfst. 

53) Berechne die kleinste positive Zahl, die durch 12 
teilbar ist und durch 13 geteilt, den Best 8 läfst. 

Sehabert, Niedere Analyeis. 9 
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54) Berechne die kleinste positive Zahl, die a) durch 
7 geteilt den Rest 2, dnrch 11 geteilt, den Rest 1 läfst? 
b) durch 10 geteilt, den Rest 6, durch 49 geteilt, den 
Rest 23 läfst? 

55) Eine Zahl, die durch e geteilt, den Rest e' läfst und 
durch f geteilt, den Rest f läfst, mufs von der Form 
e . f . m -|- r sein, wenn e und f keinen gemeinsamen Teiler 
haben. Warum? 

56) Welches ist die kleinste positive Zahl, die^ durch 
12 geteilt, den Rest 4, durch 21 geteilt, den Rest 16 läfst? 

57) Die Zahl 200 in zwei Summanden zu zerlegen, von 
denen der erste bei der Division durch 19 den Rest 5 läfst, 
der zweite bei der Division durch 18 den Rest 10 läfst. 

58) Gieb die arithmetische Reihe der Werte von x an, 
welche der Bedingung genügen, dafs 9x, durch 13 geteilt, 
den Rest 3 läfst. 



59) Jemand bezahlt eine Rechnung von 97 Mark in 
Zwanzigmark-Sttlcken und in Dreimark-Stücken. Wieviel 
Stücke gab er von jeder Münzsorte? 

64) Jemand verwendet zu einer Maibowle Moselwein, 
von dem ihm die Flasche 80 Pfennig kostet, sowie Rhein- 
wein, von dem ihm die Flasche 1 Mark 10 Pfennig kostet, 
femer für 40 Pfennig Zucker und für 30 Pfennig Mai- 
kräuter. So kostet ihm die Bowle 9 Mark 60 Pfennige. 
Wieviel Flaschen nahm er von jeder Weinsorte? 

61) Nach einem Ausfluge wurden die Kosten über alle 
Herren und alle Damen gleichmäfsig verteilt. Jeder Herr 
zahlte 4 Mark 30 Pfennig, jede Dame 3 Mark 10 Pfennig. 
Wieviel Herren und wieviel Damen hatten an dem Ausflug 
teilgenommen, da derselbe im ganzen 85 Mark 70 Pfennige 
kostete? 

62) Zwischen zwei Stationen kostet die Fahrkarte dritter 
Klasse 1 Mark 10 Pfennig, die zweiter Klasse 1 Mark 
60 Pfennig. Niemand fuhr erster Klasse. Am Schalter 
waren 88 Mark 60 Pfennig eingenommen. Wieviel Personen 
fuhren zweiter Klasse, und wieviel dritter Klasse? 
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§ 15. Die Zahl der Gleichungen ersten Grades ist 
nur um eins kleiner als die Zahl der Unbekannten. 

Wenn bei einem System von zwei Gleichungen ersten 
Grades mit den drei Unbekannten x, y, z es sich dämm handelt, 
alle ganzzahligen Lösungen zu bestimmen, so kann man 
zunächst eine Unbekannte, etwa z, eliminieren, wie dies in 
§ 18 der „Elementaren Arithmetik und Algebra" (diese 
Sammlung, Band I) gelehrt ist. Dann kann man nach § 14 
dieses Buches die ganzzahligen Lösungen der erhaltenen 
zwischen x und y bestehenden Gleichung finden. Hierdurch 
erhält man x und y durch einen Buchstaben, etwa m, ganz- 
zahlig ausgedrückt, d. h. so, dafs jeder ganzen Zahl m 
auch ein ganzzahliges Wertepaar von x und von y ent- 
spricht. Es ist dann aber nicht nötig, dafs sich dadurch 
aus der ersten oder zweiten gegebenen Gleichung z ganz- 
zahlig durch m ausgedrückt ergiebt, weil z einen Koeffi- 
zienten gröfser als 1 gehabt haben könnte. Man hat dann 
die zwischen z und m bestehende Gleichung wiederum als 
eine aufzulösende diophantische Gleichung zu betrachten, 
und erreicht durch die Auflösung der letzteren das gesteckte 
Ziehl, jede der Unbekannten x, y, z durch einen und den- 
selben Buchstaben ganzzahlig ausgedrückt zu sehen. Dies 
zeigt das folgende Beispiel: 

7x + 9y— 15z = 27\ 
8y+17z = 44 
Durch Elimination der Unbekannten x, die zu den kleinsten 
Koeffizienten zu führen scheint, erhält man: 

26y — 47z=10. 
Durch Lösung dieser Gleichung erhält man nacheinander: 

y= ^^^ + ^Q ^2z+iQ-^ = 2z + a, also 

10 — 26a ^, ^ o K T.1 

5 o 

a = 5b, woraus man nun, rückwärts gehend, erhält: 

a = 5b 

z = 2 — 26 b 

y = 4 — 47 b 

9* 



^> \14x — 



sei das vorliegende System. 
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Hieraas würden sich für y nnd z anzählig viele positive 
Wertepaare ergeben, z. B. z = 2 ; y = 4 ; femer z = 28 ; 
y = 51; sowie z = 54; y = 98 a. s. w. Dooh wird diese 
Anzahl dadurch bedeutend herabgedrückt, dafs doch auch 
X eine positive ganze Zahl werden soll. Indem wir nun 
die gefundenen Lösungen 



/z = 2 — 26b\ 

\y=4-47b/| 



in eine der beiden Gleichungen einsetzen, erhalten wir 
übereinstimmend : 

7x — 33b = 21. 

Löst man nun auch diese zwischen x und b bestehende 
Gleichung, so erhält man nach einander: 



also: 



21 + 33b Q , .K 2b o , .1. 
x = ~ = 3-|-5b ^ = 3-f 5 b — c, 

7 c c 

b = — ^ = 3c-|- — =3c-f-d? also: 

c = 2 d, woraus man, rückwärts gehend, erhält: 

b = 7d 

X = 3 + 33 d. 

Durch Einsetzung von b = 7d in z = 2 — 26 b und 
in y = 4 — 47 b erhält man dann die erstrebte Lösung: 

x=:3+ 33d 
y = 4 — 329d 
z = 2 — 182 d. 

Man erkennt, dafs nur für d = alle drei Unbekannte 
positiv-ganzzahlig werden, wodurch man erfahrt, dafs sicherlich 
x = 3, y = 4, z = 2 das einzige Wert-Tripel ist, das aus 
drei positiven ganzen Zahlen besteht und die beiden vor- 
gelegten Gleichungen erftlllt. Läfst man auch negativ ganz- 
zahlige Lösungen zu, kann man dieselben aus der obigen 
allgemeinen Lösung leicht erhalten, wenn man für d eine 
positive oder negative Zahl setzt. Wünscht jemand z. B. 
alle Lösungen, bei denen x positiv-ganzzahlig, aber höchstens 
zweizififrig wird, so erhält man noch zwei neue Lösungen 
dadurch, dafs man d = 1 und d = 2 setzt, nämlich: 
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x = 36 
y = — 325 
z = — 180 



und 



x = 69 
y = _ 654 
z = — 362 



In ähnlicher Weise, wie bei dem soeben besprochenen 
Beispiel verfahrt man auch, wenn 4 Unbekannte durch 3 
Gleichungen mit einander verbunden sind, wie das folgende 
Beispiel zeigt: 

x + y+7z-|-4u = 300 
2x — 3y + 5z + 3u = 200 
x + y + 2z + u=100 

Man eliminiere x aus der ersten und dritten Gleichung, 
ebenso auch aus der ersten und zweiten Gleichung. Dadurch 
erhält man ein System von zwei Gleichungen, die drei Un- 
bekannte mit einander verbinden, nämlich: 

j5 z + 3 u = 200 \ 

\5y + 9z + 5u=400r 

Da zufällig die erste dieser beiden Gleichungen nur 
zwei Unbekannte z und u enthält, so wird man diesen 
Vorteil benutzen, und zunächst z und u vermittelst der ersten 
Gleichung ganzzahlig ausdrtlcken. Man erhält nach einander: 

u= ^QQ-5^ ^67-2z + ^— = 67-2z + a,also: 
o o 

z = 3a+l; u = 67 — 6a — 2 + a = 65 — 5a. 

Die für z und u erhaltenen, von a abhängigen Aus- 
drücke wird man nun benutzen, um y und a ganzzahlig aus- 
zudrücken, und zwar mit Hilfe der Gleichung: 

5y + 9z4-5u = 400. 

Man erhält hieraus: 

5y + 9 (3a + 1) + 5 (65— 5a) = 400 



oder: 



5y + 2a = 66. 
Um nun y und a ganzzahlig auszudrücken, setze man: 



a 



66 — 5y 



= 33— 2y— ^=33 — 2y — b, also: 
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y = 2b, a= 33 — 5b. Wenn man nun den für a erhaltenen 
Yon b abhängigen Ausdraek in die oben für z und a er- 
haltenen Ansdrüeke einsetzt, so erhält man: 

z = 3(33 — 5b) + l und u = 65 — 5 (33 — 5b), oder: 
z = 100 — 15b und u = 25b — 100. 

Da nun y, z, u durch denselben Buchstaben b aus- 
gedrückt sind, so ist nur noch x durch b auszudrücken. 
Dies geht ohne Mühe, da die erste und die dritte der ur- 
sprünglichen Gleichungen x mit dem Koeffizienten 1 ent- 
halten. Man erhält übereinstimmend: 

x = 300 — y — 7z — 4u 

= 300 — 2b — 700 + 105b — 100b + 400 

= 3b, sowie: 
x=100 — y — 2z — u 

= 100 — 2b — 200 4- 30b — 25b + 100 

= 3b. 

Die allgemeine ganzzahlige Lösung unserer Aufgabe 
lautet also folgendermafsen : 

X = 3b, y = 2b, z = 100 — 15b, u = 25b — 100. 

Man beachte, dafs auch jede Lösung als richtig zu be- 
zeichnen ist, die aus der gefundenen hervorgeht, wenn man 
in derselben b durch b-|-m ersetzt, wo m eine beliebige 
positive oder negative ganze Zahl ist. 

Um nun aus der obigen Lösung, die alle ganzzahligen 
Wert-Quadrupel umfafst, diejenigen Wert-Quadrupel heraus- 
zuschälen, bei denen alle vier Unbekannte positive ganze 
Zahlen sind, beachte man, dafs x und y beide positiv 
werden, wenn b > ist, dafs z positiv wird, wenn b <] 7 
ist, und dafs u positiv wird, wenn b ]> 4 ist. Hieraus folgt 
aber, dafs man nur unter der Annahme b = 5 und b = 6 
für alle vier Unbekannte positive ganze Zahlen erhält, 
nämlich : 

X = 3 . 5 = 15 



y=2.5 = 10 

z = 100— 15.5 = 25 

u = 25. 5— 100 = 25 



und 



U = 3 . 6 = 18 

y=2.6 = 12 

= 100 — 15.6 = 10 
= 25.6 — 100 = 60 



1^ 
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So ist man nicht allein zu zwei positiT-ganzzahligen 
Lösungen, sondern aach zu der Einsicht gelangt, dafs es 
anfserdem keine Lösungen geben kann, bei denen alle vier 
Unbekannte positive ganze Zahlen werden. 

Die beiden vorgerechneten Beispiele waren absichtlich 
Bo gewählt, dafs in den gegebenen Gleichangen alle Koeffi- 
zienten von Null verschieden waren. Wenn einige dieser 
Koeffizienten Null sind, so kann die Berechnung oft erheb- 
lich abgekürzt werden, ebenso auch dadurch, dafs dieselben 
gleich 1 sind, weil man dann ftlr die Unbekannten, die mit 1 
multipliziert sind, ohne weiteres ganzzahlige Ausdrücke er- 
hält. Auch die Benutzung anderer Bechenvorteile dient 
meist zur Abkürzung. So konnte beispielsweise oben bei 

5y + 9z-f5u = 400 

erkannt werden, dafs z durch 5 teilbar sein mufs, weil es 
Sy, 5u und 400 sind, und dafs man deshalb durch die 
Substitution z = 5.z', weil man durch 5 heben kann, zu 
kleineren Koeffizienten gelangt, nämlich zu: 

y-f 9z' + u = 80. 

Der Fall, dafs immer alle Koeffizienten, aufser zweien. 
Null sind, und dafs man deshalb weniger zu eliminiren, als 
zu substituieren hat, tritt bei allen Aufgaben ein, bei denen 
eine Zahl gesucht wird, die, durch m geteilt, den Best r 
läfst, durch m' geteilt, den Rest r' läfst, u. s. w. Man be- 
achte dabei, dafs, wenn eine Zahl N diese Eigenschaften 
alle in sich vereinigt, es auch jede Zahl thun mufs, welche 
um q gröfser oder kleiner als N ist, wo q das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache der Divisoren m, m', ... ist, 
und dafs deshalb alle Zahlen, welche die angegebenen Best- 
lassungs-Eigenschaften in sich vereinigen, eine arithmetische 
Beihe mit der konstanten DilBferenz q bilden, oder, was das- 
selbe ist, durch einen Buchstaben ganzzahlig auszudrücken 
sind, der den Koeffizienten q hat, wodurch eine Kontrolle 
der Berechnung bewirkt wird. Die Lösung einer solchen 
Aufgabe folgt hier als Beispiel: 

Es sei eine Zahl zu bestimmen, die durch 7 
teilbar ist, durch 11 geteilt, den Best 7 läfst, 
durch 12 geteilt, den Best 4 läfst und endlich durch 
30 geteilt, den Rest 10 läfst. 
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Da die Divisoren 7, 11, 12, 30 das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache 4620 haben, so mufs auch 4620 als Koeffi- 
zient bei dem Bnchstaben erscheinen, durch den alle Zahlen, 
die die gewünschten Eigenschaften haben, sich ganzzahlig 
ausdrücken lassen. Wir setzen nun an: 

N = 7x=lly+7, also: 
x = -i^^+^ = 2y + l-4^ = 2y + l-a, also: 



y=-g- = 2a + -g- = 2a + b, also: 

a = 3b; y = 6b + b = 7b; x= 14b + l — 3b=llb + l, 
oder: N = 77b + 7. Wenn also N von der Form 77b -f- 7 
ist, so vereinigt N die beiden Eigenschaften, durch 7 teil- 
bar zu sein, und durch 11 geteilt, den Rest 7 zu lassen. 
Wir legen nun N die dritte Eigenschaft, durch 12 geteilt, 
den Rest 4 zu lassen, auf, indem wir ansetzen: 

N= 77b 4- 7 = 12z + 4, also: 

77b + 3 ^, , 5b + 3 ^, , , 

z = J— = 6bH jl— - = 6b + c, also: 

, 12c — 3 ^ , 2c — 3 o I ^ 1 

b = -= = 2c-| r = 2c-f-d, also: 

c = _ll±i_ = 2d + l + -4"— = 2d + l + e, also: 

d = 2e — 1; c = 4e — 2 + l + e=r5e— 1; 
b = 10e — 2 + 2e — l = 12e — 3; 
z = 72e — IS + Se- l = 77e — 19. 
Demnach ist: 

N = 77b + 7 = 77 (12e — 3) + 7 = 924e — 224, 
und zur Kontrolle: 

N = 12z + 4 = 12 (77e — 19) + 4 = 924e — 224. 

Endlich haben wir nun noch die letzte der gesuchten 
Zahl auferlegte Bedingung zu berücksichtigen, wonach die- 
selbe bei der Teilung durch 30 den Rest 10 lassen soll. 
Dies ergiebt: 
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N = 924e— 224 = 30u+10, also: 

924e-23 4 154e-39 ^, o e-1 ^, ^ . 
u= 57r = = = 31e-8 =-- = 31e-8-f, 

0\) b ö 

also: e = 5f+l; u = 31 (5f +1) — 8 — f = 154f + 23, 

und N = 924 (5f + 1) — 224 = 4620f + 700 
und zur Kontrolle: 

N= 30 (154f 4- 23) + 10 = 4620f + 700. 

Also mufs jede Zahl, welche die gestellten vier ßest-Be- 
dingungen erfüllt, von der Form: 

4620 f+ 700 

sein. Die kleinste positive dieser unzählig vielen Zahlen 
ist also 700, die nächst gröfsere ist 5320, die folgende 
9940 u. s. w. Diese Zahlen bilden also eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung mit der konstanten Differenz 4620, 
wie schon von Anfang an vorhergesehen werden konnte. 



Übungen. 

Suche die allgemeine ganzzahlige Lösung und 
diejenige Wertgruppe, bei welcher x positiv und 
möglichst klein ist, für die folgenden diophantischen 
Gleich angs-Systeme: 

lx + 5y + 3z = 20l Ux-y + 5z = 18l 

M3y-t-7z = 27 | ' '' U + 3y + 7z = 38 | ' 

l9x-10y = 26l I9x + 4y + 7z = 138l 

M5y+ 2z = 23)' '' | 8x + 2y + 5z= 102 ) " 

Sache die positiT-ganzzahligen Lösungen der 
folgenden diophantischen Gleichnngs-Systeme: 

(9x— y— z = 16 l ll3x + 19y + 23z = 178l 
'' |4x + 3y + 5z = 77|' ^ |l03x— 5y — 7z = 910 f' 

lx + y + z=15 I I2x+5y+7z=80 

^ Ux + 5y-|-6z = 77|' ''U + y + z=13 
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9) Beweise, dafs die arithmetische Reihe, welche alle 
ganzzahligen Werte von x ergiebt, die konstante Differenz 
bc' — b'c hat, falls die gegebenen beiden Gleichnngen 



(ax-f-by-|-cz = d 1 
1 a'x -|- b'y -|- c'z = d'f 



lauten. 



Suche diejenigen Wert-Quadrupel, bei welchen 
z positiv und möglichst klein ist, für die folgenden 
diophantischen Gleichungs-Systeme: 



12) 



10) 



11) 



9x + 4y — z + 5u = 152 

7x — y + 3z — 2u = 67 p 

lOx + lly + z — 3u = 213 J 

x + y+llz — u = 48 ) 

+ u = 82 -, 



5x — 2y + 13z 

4x — y-f- 14z 



u 



65 



5x + y = 7 
9y + 4z = 30 
3z + 4t = 25 
5t-f4u = 40 



; 13) 



x + 2y + 3z=15 
2z + 3t + 4u = 15 
3u + 4x + 5y = 12 
4y4.5z + 6t = 30 



14) Die Kosten eines gröfseren Ausflugs, an welchem 
mehr Männer als Frauen teilnahmen, beliefen sich auf 
229 Mark, von denen jeder Mann 10 Mark, jede Frau 

7 Mark, jedes Kind 3 Mark zu zahlen hatte. Wieviel 
Männer, Frauen und Kinder nahmen an dem Ausflug teil, 
da es insgesamt 39 Personen waren? 

15) Als für eine Eisenbahnstrecke 30 Fahrkarten dritter 
Klasse, 19 zweiter Klasse und 7 erster Klasse verkauft 
wurden, ergab sich eine Einnahme von 191 Mark. Als aber 
fttr dieselbe Strecke nur 11 Fahrkarten dritter Klasse, 

8 zweiter Klasse und 3 erster Klasse verkauft wurden, 
beschränkte sich die Einnahme auf 74 Mark. Wieviel ganze 
Mark kostete die Strecke erster, zweiter und dritter Klasse? 
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16) Jemand stellt za einem Diner drei Weinsorten anf 
den Tisch, nämlich Champagner zu 8 Mark, Eheinwein zu 
3 Mark und Rotwein zu 2 Mark 50 Pf. Der Wein kostet 
ihm insgesamt 78 Mark, hätte ihm aber nur 55 Mark ge- 
kostet, wenn er jede Weinsorte 1 Mark billiger eingekauft 
hätte. Wieviel Flaschen von jeder Sorte stellte er auf 
den Tisch? 



17) Welcher von der ganzen Zahl m abhängige Aus- 
druck enthält alle Zahlen, die durch 3 teilbar sind, und 
durch 11 geteilt, den Best 1 lassen? 

18) Jemand erhält als Antwort auf eine Frage, die 
der in 17) gestellten ähnlich ist, 95 m -]- 70, ein anderer 
erhält 95 m — 25. Warum kann beides richtig sein? 

19) Wie heifst die kleinste positive ganze Zahl, die, 
durch 7 geteilt, den Rest 2, durch 9 geteilt, den Rest 1, 
und durch 12 geteilt, den Rest 4 läfst? 

20) Wenn die ganzen Zahlen a, b, c alle teilerfremd 
zu einander sind, so mufs a . b . c -|- 1 die allgemeine Form 
aller Zahlen sein, die bei der Teilung durch jede der 
Zahlen a, b, c stets den Rest 1 lassen. Warum? 

21) Wie heifst die kleinste positive ganze Zahl, die 
durch 13, durch 19, durch 25, durch 36 geteilt, beziehungs- 
weise die Reste 12, 12, 0, 28 läfst? 

22) Scheidet man von einer Kompagnie Soldaten 7 aus, 
so können die übrigen so marschieren, dafs 19 genau in 
jeder Reihe gehen, scheidet man aber 8 aus, so können die 
übrigen so marschieren, dafs 21 in jeder Reihe gehen. Wie 
stark war die Kompagnie? 

23) Vom Mittelpunkt einer Stadt gehen drei Strafsen- 
bahnlinien aus. Von der ersten Linie gehen 12 Wagen in 
der Stunde ab, von der zweiten 10, von der dritten 
15 Wagen. Um 7 Uhr morgens gehen gleichzeitig 3 Wagen 
ab, auf jeder Linie einer. Um welche Zeit gehen wieder 
gleichzeitig 3 Wagen ab? 

24) Eine Schule, die weniger als 2000 Schüler hat, 
macht einen Ausflug und die Schüler marschieren deshalb 
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morgens zam Bahnhof. Der Direktor läfst sie erst zn 15 
in einer Beihe marschieren, da blieb aber einer übrig. Auch 
als er sie zu 17 in einer Beihe gehen liefs, blieb einer 
übrig. Als er sie aber zu 7 marschieren liefs, blieb keiner 
übrig. Wieviel Schüler nahmen an dem Ausflug teil? 

25) Welche ist die kleinste Zahl, die bei der Division 
durch 7, 8, 9, 10, beziehungsweise die Beste 1, 2, 3, 4 läfst? 

26) Die allgemeine Form für alle ganzen Zahlen zn 
finden, welche zugleich von der Form 5m, 8m, 13m-|-4, 
15m, 21m + 12 sind. 



§ 16. Die Zahl der Gleichungen ersten Grades ist 
nm zwei oder mehr grösser als die Zahl der un- 
bekannten. 

Wenn zwischen drei Unbekannten x, y, z eine einzige 
Gleichung besteht, und es sich darum handelt, aus den un- 
zählig vielen Wert-Tripeln, welche dieselbe erfüllen, diejenigen 
herauszusuchen, welche ganzzahlig sind, so verfährt man 
nach der in § 14 erörterten Kest-Methode. Während man 
jedoch dort dazu gelangte, jede der Unbekannten durch 
einen einzigen Buchstaben ganzzahlig auszudrücken, findet 
man hier, dass jede der Unbekannten im allgemeinen erst 
durch zwei Buchstaben ganzzahlig auszudrücken ist, wie 
die folgenden Beispiele zeigen: 

1) 9x -f- 13y + 12z = 74 sei die gegebene Gleichung. 
Aus ihr folgt: 

74— 13y-12z ^ , 2-4y— 3z ^ , 

x= -| =:8-y-zH ^J =.8-y-z + a, 

iri^ 2 — 4y — 9a ^ , 2 — y 
woraus folgt: z = ^ = — y — 3a -] ^— 

ö O 

= — y — 3a -(-b, woraus folgt: y = 2 — 3b, und nun 
durch Einsetzen: 

z = — 2 + 4b — 3a und x=8 + 4a — b. 

Um eine Kontrolle des Berechnens zu haben, wird man 
die drei erhaltenen Ausdrücke 
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'x = 8 + 4a— b 
y = 2 — 3b 
z = — 2 + 4b — 3a 

in die ursprüngliche Gleichnng einsetzen, wodurch man erhält: 

9 (8 + 4a — b) + 13 (2 — 3b) -f- 12 (— 2 + 4b — 3a) 
= 74 + 36a — 36a — 9b — 39b + 48b = 74. 

Um aus dem hierdurch bestätigten Lösungs-System, das 
alle ganzzahligen Wert-Tripel liefert, die positiven heraus- 
zuschälen, beginnen wir damit, aus dem Ausdruck für y, in 

welchem ja b allein vorkommt, zu erkennen, dafs 2 — 3b > 

2 
sein mufs, woraus folgt b < -^ was bedeutet, dafs b null 

oder negativ sein mufs. Wir setzen daher in den drei Aus- 
drücken zunächst b = 0, und erhalten : 

x = 8 + 4a 

y = 2 

z = — 2 — 3a. 

Da wegen des Ausdrucks für z der Wert von a negativ 
sein mufs, aber wegen des Ausdrucks für x doch auch 
gröfser als — 2 sein mufs, so kann a nur gleich — 1 sein. 
Also ergiebt sich: 

x = 4; y = 2; z = 1 

als das einzige positiv-ganzzahlige Wert-Tripel, da negative 
Werte von b nicht zu Lösungen führen, die für alle drei 
Unbekannte positiv sind. 

2) Wenn 7x — 6y-f-19z = l die vorgelegte Gleichung 
ist, so erkennt man von vornherein, dafs es unendlich viele 
positiv-ganzzahlige Wert-Tripel geben mufs, welche diese 
Gleichung erfüllen, weil, während die rechte Seite positiv 
ist, die links vorhandenen Koeffizienten nicht sämtlich positiv 
sind. Man erhält: 

y = — -^-g = x-f 3z + — ^ = x + 3z + a, 

so dafs kommt: x = 6a -\-l — z und y = 7a -f 1 -f 2z. Hier 
ist eine der gesuchten Unbekannten, nämlich z eine der 
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beiden Gröfsen, durch welche die Unbekannten sich ganz- 
zahlig ausdrücken lassen. Es kann daher z jede beliebige 
positive ganze Zahl sein, und man erhält dann die zu- 
gehörigen Werte von x und von y aus: 

x = — z + 6a-|-l 
y = + 2z + 7a+l. 

Für z = 10 erhält man z. B.: x = 6a — 9 und 
y = 7a-f-21. Jeder Wert von a, der gröfser als 1 ist, 
führt dann zu zwei zugehörigen positiven ganzzahligen Wert- 
Tripeln. Weifs man dann auf andere Weise etwa, dafs y 
eine Zahl nahe an 100 sein muss, so findet man leicht, dafs 
a = 11, also y = 98, X = 57 sein mufs. 



{ 



Oft; ist es wünschenswert, dafs man bezüglich der beiden 
Buchstaben, durch welche die Unbekannten sich ganzzahlig 
ausdrücken lassen, obere und untere Grenzen berechnet, um 
dadurch unnötige Versuche beim Herausfinden der positiv- 
ganzzahligen Wert-Tripel zu vermeiden. Dies verdeutlicht 
das folgende Beispiel, das zugleich dazu dienen soll, zu zeigen, 
wie man bei zwei Gleichungen mit vier Unbekannten zu 
verfahren hat. Es sollen alle positiv-ganzzahligen Lösungen 
des folgenden Systems von zwei Gleichungen mit vier Un- 
bekannten bestimmt werden: 

9x + 13y + 18 z + 7u = 103 
4x-}-7y — 6z + 10u = 63 

Man thut am besten, z zu eliminieren. Dadurch erhält 
man: 

21x + 34y + 37u = 292, 

woraus man, bei Anwendung der Eest-Methode erhält: 

292-347- m_-2 + 8y + 5u 

21 ^ ' 21 

= 14 — 2y — 2u -|- a, also: 

21a + 2 — 8y , ^ , a+2+2y , o i i. 
u = '— ^ = 4-a— 2y-j ^—^ — ^=4a— 2y-fb, 

also: 

a = 5b — 2 — 2y, woraus nun rückwärts folgt: 

u = 21b — 8— lOy und x = 28 + 16y — 37b. 
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Nun muss znnächst z ganzzahlig ausgedrückt werden, 
was am besten vermittelst der zweiten von den beiden ge- 
gebenen Gleichungen geschieht. Man erhält aus ihr durch 
Substitution : 

4(28 + 16y — 37b) + 7y+10(21b — 8 — lOy) — 63 = 6z 

oder: 

6z = — 31 — 29y + 62b, daher: 

z^-^^-yy + ^^^=-5-5y+10b+=l+y+-^-^ 

= — 5 — 5 y -|- 10b -\- c, woraus folgt : 

y = — 2b-f-6c-f-lj nnd dann weiter: 

z = + 20b — 29c— 10. 

Der für y gefundene Ausdruck mufs nun noch in die 
oben für u und für x gefundenen Ausdrücke substituiert 
werden. Dadurch erhält man jede der vier Unbekannten x, 
y, z, u dnrch b und c ausgedrückt, und zwar folgender- 
mafsen : 

I x = — 69b + 96c + 44 

n y = — 2b + 6c + l 

m z = + 20b — 29c — 10 

IV u = -f41b — 60c — 18. 

Um aus dieser allgemeinen ganzzahligen Lösung die 
positiven Wert-Quadrupel herauszufinden, kann man nun von 
vornherein erkennen, dass b zwischen zwei Grenzen liegen 
muss. Man findet diese Grenzen, indem man c aus zwei 
Gleichungen eliminiert, in denen die Koeffizienten verschiedene 
Vorzeichen haben. Denn dann müssen die linken Seiten 
addiert werden, wodurch man, weil die Unbekannten 
mindestens 1 sein müssen, eine Grenze erhält. Wir wählen 
die Gleichungen 11 und IV, um c zu eliminieren. Dadurch 
erhalten wir: 

10y + u = 21b — 8. 

Da nun y und u mindestens 1 sein müssen, so mufs 
lOy-f-n mindestens 11 sein, also auch das lOy-j-^ gleich- 
gesetzte 21b — 8. Aus 

21b — 8^11 
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erhält man aber: 






21' 



das heifst aber, da b ganzzahlig sein mufs, 

b^l. 

Eine obere Grenze für b erhält man, wenn man c aus 
I und IV eliminiert. Dadurch ergiebt sieh: 

5x + 8u=76 — 17b. 

Da X und u beide mindestens 1 sein müssen, mufs 
5 X + 8 u mindestens 13 sein. Also mufs das 5 x -f- 8 u 
gleichgesetzte 76 — 17 b gleich oder gröfser als 13 sein. Aus 

76 — 17b^l3 
folgt aber: 

b^-y oder b^3. 

Wir haben deshalb nicht nötig, andere ganze Zahlen 
für b einzusetzen, als die Zahlen 1 und 2 und 3. So 
erhält man: 



b = l 

X = 96 c — 25 
y = 6c — 1 
z == 10 — 29 c 
u = 23 — 60 c 



b = 2 

X = 96 c — 94 
y = 6c — 3 
z = 80 — 29 c 
u = 64 — 60 c 



b = 3 

x = 96c— 163 
y = 6c — 5 
z = 50 — 29c 
u = 105— 60c 



In der ersten Lösung müfste, damit z und u positiv 
würden, c null oder negativ sein, wodurch aber x und y 
negativ würden. 

Aus der zweiten Lösung erkennt man, dafs z und u 
nur positiv werden, wenn c < 2 ist, dafs aber x und y nur 
positiv werden, wenn c > ist. Daraus folgt, dafs c nur 
1 sein kann. Setzt man demgemäfs c = 1, so erhält man 
aus der zweiten Lösung: 

x = 2; y = 3; z = l; u = 4. 

In der dritten Lösung kann u nur positiv werden, 
wenn c kleiner als 2 ist. Wenn aber c = 1 oder kleiner 
wäre, würde x negativ. Also führt die dritte Lösung zu 
keiner positiv-ganzzahligen Wertgruppe. 
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Demnach haben wir nicht allein gefnnden, dafs x = 2 ; 
y==3; z=l;u = 4 das gegebene Gleichungs-System 
erfüllen, sondern anch die Einsicht gewonnen, dafs es aniser 
diesem Wert-Quadrupel kein anderes positiy-ganzzahliges 
geben kann, das die beiden gegebenen Oleichungen erfüllte. 



Wenn die Zahl der Unbekannten um p gröfser ist, als 
die Zahl der gegebenen Gleichungen, so sind auch p Buch- 
staben erforderlieh, um alle Unbekannten ganzzahlig aus- 
zudrücken. Es wird genügen, wenn hier noch die Lösung 
einer diophantischen Gleichung mit vier Unbekannten vor- 
geführt wird. Es liege die folgende Gleichung vor: 

9x + 13y + 18z + 7u = U3. 
Man erhält dann: 



u = 



143 — 9 X— 13 y — 18 z ^. ^ ^ 
= — ^ = 20 — X — 2y — 2z 



j^l ^^ + y i?_ = 20 — X — 2y — 2z + a, also: 

ry = 7a — 3 + 2x + 4z \ 

\u = — l3a-f-26 — 5x — lOzJ* 

Da in dem für u gefundenen Ausdrucke rechts die 
Koeffizienten von x und z negativ sind, so wird man eine 
Grenze für a finden, wenn man den Ausdruck umformt in: 

u + 5x+10z = — 13a + 26, 

woraus folgt, dafs 

— 13 a-f 26 mindestens 1 + 5 + 10 = 16. 

sein mufs. Aus 

— 13a + 26;^16 
ergiebt sich: 

Eine zweite Grenze ergiebt sich, wenn man den Aus- 
druck für 7 mit 5, den für u mit 2 multipliziert und addiert. 
Dadurch erhält man: 

5y + 2u = 9a + 37, 

Sehnbert, Niedere Aiialyili. 10 
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woraus man nun schliefsen kann, dafs 

9a-f37^5 + 2 ist, 

also a ;> ^ oder a > — 3. Demnach kann a nur die 



9 



Werte : 



0, — 1, — 2, — 3 haben. 
Wir erhalten also die vier Lösungen: 



y = — 3 + 2x + 4z 
u = + 26 — 5x — 10 z 

y = — 17 + 2x + 4z 
u = 4-52 — 5x— 10 z 



y = — 10 + 2x + 4z 
u = + 39 — 5x — 10 z 

y = — 24 + 2x4-4z 
u = + 65 — 5x — 10 z 



Wir hatten soeben den zufälligen Vorteil, dafs sich 
zwei Grenzen fttr a finden liefsen, ohne dafs man nötig hatte, 
bestimmte Werte für einen der andern Buchstaben x und z 
anzunehmen, durch welche y und u ausgedrückt ist. Jetzt 
aber mtLssen wir einem der Buchstaben x und z einen be- 
stimmten Wert erteilen. Es sei z = 1. Dadurch kommt : 



y=2x+l 
u=— 5x+16 



y=2x— 6 
u=29— 5x 



y=2x— 13 
y=42— 5x 



y=2x— 20 
u=55 — 5x 



Aus der ersten Lösung folgt, dafs x gleich 1, 2, 3 sein 
kann. Aus der zweiten folgt, dafs x gleich 4 oder 5 sein 
kann, aus der dritten, dafs x gleich 7 oder 8 sein kann, 
aus der vierten, dafs ein positiver Wert von x unmöglich 
ist. Also erhalten wir bei der Annahme z = 1 die folgenden 
7 Wert-Quadrupel: 



y = 

z = 

u = 

Wir nehmen femer z = 2 an. Dadurch erhalten wir: 



1 


2 


3 


4 


5 


7 


8 


3 


5 


7 


2 


4 


1 


3 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


11 


6 


1 


9 


4 


7 


2 



y = 2x + 5 
u = 6 — 5 X 



y = 2x — 2 
u = 19 — 5x 



y = 2x— 9 
u = 32 — 5 X 



y=:2x — 16 
u = 45 — 5 X 
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Die erste Lösung ist Dur für x = 1 möglich, die zweite 
f tir X = 2 und x = 3, die dritte für x = 5 und x = 6, die 
vierte ist unmöglich. Also erhalten wir: 



X 


1 


2 


3 


5 


6 


y — 


7 


2 


4 


1 


3 


z 


2 


2 


2 


2 


2 


u 


1 


9 


4 


7 


2 



Wir nehmen drittens z = 3 an. Dadorch kommt : 



y = 2x + 9 
u^ — 4 — 5x 



2x + 2 
9 — 5x 



2x 
22- 



5 
5x 



2x 
35- 



12 
5x 



Die erste Lösung f tthrt zu keiner positiven Wertgruppe, 
die zweite Lösung zu einer f tlr x = 1, die dritte zu zweien, 
nämlich für x = 3 und x = 4, die vierte zu keiner Wert- 
gmppe. Also erhalten wir weiter: 



X 


1 


3 


4 


y — 


4 


1 


3 


z 


3 


3 


3 


u 


4 


7 


2 



Wir nehmen viertens z = 4 an und erhalten : 



y = 

u = 



2x + 13 
— 14 — 5x 



2x + 6 
— 1 — 5x 



2x— 1 
12 — 5 X 



2x 
25- 



8 
5x 



Nur die dritte Lösung führt allein zu positiven Zahlen- 
werten, nämlich: 



X 


1 


2 


y — 


1 


3 


z 


4 


4 


u 


7 


2 



Wenn z = 5 oder noch gröfser ist, gelangt man, wie man 
leicht erkennt, für y und u zu x und z enthaltenden Ausdrücken, 
aus denen keine positiven Wertgruppen der Unbekannten 
hervorgehen können. Wir haben also die oben zusammen- 
gestellten 74-5 + 3 + 2 = 17 Wertgruppen erhalten, und 



10* 
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zugleich die Sicherheit gewonnen, daXs es aofserdem keine 
geben kann, die aus lauter positiven ganzen Zahlen be- 
stehen, und doch die vorgelegte Gleichung befriedigen können. 



Übungen. 

1) 7x + 5y + 19z = 50; 2) llx + 18y + 28z = 100. 

Bei den folgenden Gleichungen sollen die drei Un- 
bekannten ganzzalilig ausgedrückt werden: 

3) 9x — lly + 23z=l; 4) x — y — 47z = 20; 

5) 6x + 7y + 8z = 400; 6) — 13x + 29y+43z = 30. 

7) Bei einer wohlthätigen Sammlung zeichnete man ent- 
weder 10 Mark oder 7 Mark oder 3 Mark. Wieviel Per- 
sonen zeichneten jeden dieser Beiträge, da im ganzen 34 Mark 
zusammenkamen ? 

8) Die Zahl 100 in drei Summanden zu zerlegen, 
welche beziehungsweise durch 5, durch 9 und durch 24 
teilbar sind. 

292 

9) Den Bruch ^^ als Summe von drei positiven 

Brüchen darzustellen. 

10) Eine dreiziffiige Zahl zu bestimmen, die so be- 
schaffen ist, dafs, wenn man sie zu der Zahl addiert, die 
durch genau umgekehrte fieihenfolge der Ziffern entsteht, 
die Zahl 323 herauskommt. 



Suche die allgemeine ganzzahlige Lösung bei 
den folgenden Gleichungs-Systemen: 

j4x+5y-z+llu=39l I9x+3y+4z+u=35l 
^ lx+y+2z— u=20 |'^^>'lx+2y+z+u=7 )' 



13) 



x + 9y + 13z — u = 30 

4x — y-|-z-f-5v = 40 
6x-f7y-f8u— 3v=50 



14) 



x-f2y + 3z = 8 
y4-2z-f 3u = 12 
z-|-2u-|-3x = 16 



15) An einem Ausflüge nahmen 33 Personen teil, und 
zwar Männer, Frauen, junge Mädchen und Kinder. Jeder 
Mann hatte 4 Mark 10 Pfennig, jede Frau 2 Mark 30 Pfennig, 
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jedes junge Mädchen 1 Mark 70 Pfennig und jedes Kind 
45 Pfennig za zahlen, damit die Gesamtkosten, die 75 Mark 
45 Pfennige betragen, herauskamen. Wieviel Männer, 
Frauen, junge Mädchen und Kinder nahmen an dem Ausflug 
teil, da mehr als zehn Männer teilnahmen? 

16) Ein Bauer brachte OeflUgel zur Stadt. Er bekam 
für jede Gans 5 Mark, ftir jede Ente 2 Mark, für jedes 
Huhn 1 Mark 20 Pfennig, für jede Taube 50 Pfennige. So 
nahm er 15 Mark 90 Pfennig ein. Wieviel Stück von jeder 
Geflttgelart verkaufte er? 

17) Wenn man bei einer vierziffrigen Zahl erst die erste 
Ziffer, dann die vierte Ziffer ausstreicht, so entstehen zwei 
dreiziflrige Zahlen, von denen die erste um 712 gröfser ist 
als die zweite. Wie heifst die vierzifirige Zahl, da ihre 
Quersumme 12 beträgt? [Beachte, dafs eine Ziffer eine der 
neun Zahlen von 1 bis 9 und aufserdem Null sein kann.] 



Suche die positiv ganzzahligen Lösungen zu: 

18) 9x + 13y + 14z + 19u = 74; 

19) 17x + 18y + 4z-f-25u = 107. 

Suche die allgemeine ganzzahlige Lösung zu: 

20) llx — 9y+19z + 36u=100; 

21) 3x— 7y — 9z + 24u=10; 

3x+4y+5z=58| 
6z+7u+8v=61i 

24) 7x + 9y + 12z + 17u + 3v = 81. 



22)^7^_6y+5z_u+13v=7lf''^^^ 



§ 17. Die Feilsche Gleichnng n« — Dt« = l. 

Die Auflösung der allgemeinen diophantischen Gleichung 
zweiten Grades zwischen zwei Unbekaniiten x und y in 
rationalen Zahlen läfst sich, wie unten gezeigt werden wird, 
auf die Lösung der Gleichung 

u« — Dt« = E 

in ganzen Zahlen zurückführen, wo u und t die Unbekannten 
sind, D eine positive ganze Zahl, E eine positive oder 
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negative ganze Zahl ist. Besonders wichtig ist der besondere 
Fall, in dem E == + 1 ist. Die dann entstehende Gleichung 

u« — Dt« = 4:l 

heifst, nach dem englischen Mathematiker Pell, die Feilsche 
Gleichung. Die Auflösung dieser Gleichung in ganzen 
Zahlen beruht auf der in § 13 gelehrten Theorie der periodi- 
schen Eettenbrtlche, wie jetzt gezeigt werden soll. Aus der 
Formel IV des § 12 folgte dort in § 13 : 

^^ Pn + (X — ao)pn-i 

q„ + (x — ao)q„_i' 

wo X ein rein periodischer Eettenbruch ist, dessen ganze 
Zahl a^ heifst, so dafs x — a^ < 1 ist, wo pn und qn, so- 
wie pn _ 1 und qn _ 1 beziehungsweise Zähler und Nenner 
des n-ten und des (n — l)-ten Näherungswertes sind, und 
wo n die Anzahl der Partialnenner einer Periode sind. 

Wenn nun insbesondere x = VD ist, wo D eine beliebige 
positive rationale Zahl ist, so ergiebt sich aus unserer 
obigen Gleichung durch Multiplikation mit dem rechts stehen- 
den Nenner: 

V^ [qn + (l^D — ao) qn - l] = Pn + (/D — ao) Pa - 1 

Hieraus ergiebt sich: 
/D [q„ — ao qn- 1 — Pn- i] = Pn— a^ Pn - 1— Dqn- 1. 

Da nun VD sicher eine irrationale Zahl ist, weil sonst 

VD keinen periodischen Eettenbruch ergeben könnte, so 
müssen beide Seiten der soeben geschriebenen Gleichung 
Null werden. Also bestehen die beiden Gleichungen: 

qn = ao qn-i + pn-i 
und: 

Pn = aoPn-l + Dqn-l. 

Setzt man die hier f tlr pn und qn erhaltenen Ausdrücke 
in die in § 12 bewiesene, mit II numerierte Gleichung, so 
erhält man: 

Pn- 1 (ao qn- i + Pn- 1) - qn- 1 (ao Pn- 1 + Dq«- i) = (-1)% 
woraus sich ergiebt: 

Pn 1 — D.qn-l = (— 1)". 
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Also erfüllen die Werte ii = pn-i, t = qn-i die 
Pellsche Gleichung u* — Dt® = + 1, und zwar sind die 
Werte von t und von u nichts anderes, als Zähler und 
Nenner des vorletzten Näherungswertes der ersten Periode. 
Da nun aber die Betrachtung auch für den Schlufs jeder 
folgenden Periode dieselbe bleibt, so erhalten wir den Satz : 

Zähler und Nenner des vorletzten Näherungs- 
wertes jeder Periode der Kettenbruch-Entwickelung 

von l^D erfüllen die Pellsche Gleichung 

u« — Dt2 = +1. 

l£t n, die Anzahl der Partialnenner einer Periode, ge- 
rade, so stellt ( — 1)", ( — 1)2», ( — 1)3» u. s. w. immer die 
Zahl -f- 1 dar, und jede Periode ergiebt dann eine Lösung 
der Gleichung u^ — Dt* = -|- 1. In diesem Falle kann die 
Gleichung u* — Dt* = — 1 überhaupt nicht erfüllt werden. 
Wenn aber n eine ungerade Zahl ist, so ergeben ( — 1)*, 
(—1)3», (—1)^"^, u. s. w. die Zahl —1, dagegen (— 1)^», 
(— 1)^», (— 1)6», u. s. w. die Zahl + 1. In diesem Fall 
ergeben also die Perioden ungerader Nummer Lösungen der 
Gleichung u* — Dt* = — 1, die Perioden gerader Nummer 
Lösungen der Gleichung u* — Dt* = -f-l- Dies zeigen 
auch die folgenden Beispiele: 

1) Um die Gleichung u^ — 7y*= -f- 1 zu lösen, hat man 

VT~ in einen Kettenbruch zu verwandeln, wie in § 13 ge- 
lehrt ist. Man findet: 



/7=2 + - 




wo die vier Stellen der Periode schräg unterstrichen sind. 
Da die Periode eine gerade Anzahl von Stellen hat, so er- 
geben Zähler und Nenner des vorletzten, also dritten 
Näherungswerts eine Lösung der Gleichung u* — 7 t* = -[-1. 
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Als 0-ten bis 3-ten Näherungswert findet man nach Formel I 

2 3 5 8 
des § 12: ^, -7-, -jr-, -^. In der That ist 

X L Ji O 

8« — 7.3*=64 — 63 = + l. 

Die Lösnng a = 8, t = 3 enthält die kleinsten Zahlen. 
Setzt man die Aafsnchung der Näherungswerte fort, so findet 
man durch die jeder Periode zugehörigen vorletzten 
Näherungswerte alle Lösungen der Feilschen Gleichung' 
u« — 7t« = + l, nämlich: 

127« — 7 . 48« = 16129 — 16128 = + 1, 

2024« — 7 . 765« = 4'096576 — 4'096575 = + 1 
u. s. w. 

2) Um u« — 50 1« = + 1 zu lösen, entwickelt man 

1^50 in den periodischen Kettenbruch, dessen Ganze 7, 
dessen Periode nur eine Stelle hat, nämlich 14. Da eins 
eine ungerade Zahl ist, so ergiebt die erste, dritte, fünfte, 
u. s. w. Periode eine Lösung der Gleichung u« — 50t« = — 1,. 
dagegen die zweite, vierte, sechste, u. s. w. Periode eine 
Lösung der Gleichung u« — 50 1« = -|- 1. Als Näherungs- 
werte ergeben sich aber: 

T_ _99 1393 

1 ' 14 ' 197 ' • • 
In der That ist abwechselnd: 

72 _ 50 . 12 == _i; 992 _ 50 . 142 ^ 9801 _ 9800 = +1 ; 
1393« — 50 . 197« = 1940449 — 1940450 = — 1 u. s. w. 

3) Wenn die Gleichung u« — 53t« = -]-l durch mög- 
lichst kleine ganzzahlige Werte von u und von t erfüllt 

werden soll, entwickeln wir VbS in einen Eettenbruch^ 
erhalten die ganze Zahl 7 und eine aus den fünf Partial- 
nennem 3, 1, 1, 3, 14 bestehende Periode. Die zugehörigen 
Näherungswerte sind: 

^ ^ J^ i§?_ 2599 

3 ' 4 ' 7 ' 25 ' 357 • 

182 
Da ^^ der vorletzte Näherungswert einer aus einer 

ungeraden Anzahl von Partialnennern bestehenden Periode 
ist, so kann u= 182, t=25 nur die Gleichung u« — 53t«= — 1 
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erfttUen. Wir müssen also noch weitere Näherungswerte 
berechnen, nm den vorletzten Näherungswert der zweiten 
Periode zu finden. Die vier weiteren Näherungswerte 
sind aber: 

7979 10578 18557 66249 

1096 ' 1453 ' 2549 ' 9100 ' 

Also sind u = 66249, t = 9100 die kleinsten Zahlen, 
welche die vorgelegte Feilsche Gleichung erfüllen. In der 
That ist: 

66249^ — 53 . 9100^ = 4388'930001 — 4388'930000 = + 1 . 

Wenn das kleinste positiv-ganzzahlige Wertepaar, das 
die Gleichung u* — D t^ = + 1 erfüllt, berechnet vorliegt, 
so lassen sich aus ihm alle gröfseren auf bequemere Weise 
finden, als durch Berechnung der Näherungswerte der 
folgenden Perioden. Bezeichnen u^ und t^ die kleinsten 
Werte, welche die Gleichung erfüllen, sodafs also: 

n? — Dt? = +1 

ist, so zerlege man links in (u, + ^i 1^1^ ) (^ — *i VD ) und 
quadriere dann. So erhält man: 

K + 1, Vor (u, - 1, /D)«= + 1 

oder: 

(u? + D.t?)«-D(2u,t,)« = + l, 
woraus folgt, dafs auch: 

Ug = u! + D . t? und tj = 2 Uj ti 

die Feilsche Gleichung erfüllen, falls rechts -|- 1 steht. 
Wenn man, statt in die zweite, in die dritte Potenz erhebt, 
erhält man in ähnlicher Weise: 

ii3 = u?-f 3UitiD und t8 = 3u?ti + t?D 

als drittes Wertepaar, das die Gleichung u* — D t* = + 1 
erfüllt, und so kann man beliebig fortfahren, indem jede 
Potenzierung mit dem nächsthöheren Exponenten auch das 
nächste Wertepaar liefert. Beispielsweise sei: 

u«— llt* = -f 1 



154 ni. Eettenbrttche und diophantische Gleichungen. 

die vorgelegte Gleichung. Die Kettenbrach-Entwickelong 

von yn ergiebt 3 Ganze und eine Periode mit den beiden 
Partialnennem 3 und 6. Daher sind: 

3 ' 19 
die Näherungswerte der ersten Periode. In der That ist 

10^ — 11.3« = + 1. 

Um nun aus u = 10, t = 3 weitere Wertepaare zu 
finden, erheben wir: 

(10 + 3 KIT) (10 — 3 Vli) 

in die zweite, dritte, vierte u. s. w. Potenz, wodurch wir 
erhalten : 

0^ = 102+11.3^=199 
tj = 2 . 10 . 3 = 60 

Ug = 10« + 3 . 10 . 3M1 = 3970 
t8 = 3.10«.3 + 3». 11 = 1197 

u. s. w. 

Mit Anwendung des binomischen Lehrsatzes gelingt es 
daher, das n-te Wertepaar, das die Gleichung u* — D t* =: + 1 
erfüllt, durch D, u^, t, und n auszudrücken, wo u^ und t^ 
das erste, d.h. kleinste, Wertepaar bedeuten. 



u 



Betrachtet man die verallgemeinerte Pellsche Gleichung 

u« — Dt2 = 4:€, 

wo € eine beliebige Zahl ist, die, absolut genommen, <iVD 
ist, so mufs, wenn diese Gleichung erfüllbar ist, der Bruch 

— einer der Näherungswerte von VT> sein, und zwar mufs 

e dann der Nenner des vollständigen Quotienten sein, der 
jenen Näherungswert ergiebt. Da der Beweis dieser Be- 
hauptung die diesem Buche gesteckten Grenzen überschreitet, 
so genüge ein Beispiel: 

In § 13 sind für V2b die folgenden Näherungswerte 
der ersten Periode gefunden: 
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1~1'4~4'5~5' 
39 215 , 43 239 



4— — = ---— • 4—— = 

A A A A } Ad 



44 44 ' 49 196 ' 

Durch Einsetzung der Zähler und Kenner dieser 
Näherungswerte in die Feilsche Gleichung u* — 23t* = -|-l 
findet man: 

5« — 23.1« = + 2 

192 — 23.4« = — 7 

24* — 23.5«= + l 

211« — 23.44« = — 7 

Während die Gleichung u« — D t« =: 4" 1 immer lös- 
bar ist, ist u« — D t« =: — 1 nur dann lösbar, wenn die 

Periode der Eettenbruch-Entwickelung von l^D eine un- 
gerade Anzahl von Partialnennem besitzt, wie aus unsrer 
obigen Lösung der Feilschen Gleichung hervorgeht Auch 
alle möglichen Lösungen der verallgemeinerten Feilschen 
Gleichung u« — D t« = + fi findet man durch die Näherungs- 
werte der Kettenbruch-Entwickelung von 1^. Da die voll- 
ständige Lösung der verallgemeinerten Feilschen Gleichung 
die Grenzen dieses Buches überschreitet, so wollen wir hier 
nur einige auf diese Lösung bezüglichen Sätze aussprechen. 

Wenn absolut e < VD, und e der Nenner eines vollständigen 
Quotienten der ersten Periode der Kettenbruch-Entwickelung 

von VD ist, so geben Zähler und Nenner des zugehörigen 
Näherungswerts eine Lösung der Gleichung u« — Dt« = -f-« 
oder der Gleichung u« — D t« =: — e. Ist « nicht unter den 
Nennern der vollständigen Quotienten in der ersten Periode, 
so ist es unmöglich, die Gleichung u« — D t« =: -f- ß oder 
die Gleichung u« — Dt«=: — € in ganzen Zahlen au&u- 
lösen. Sei z. B. : 

u« — 61t« = + 6 

die vorgelegte Gleichung, und € < 1^61, d. h. c <; 8, so ent- 
wickele man Völ in einen Eettenbruch. Man erhält 
7 Ganze und: 

1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14 
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als die 11 Partialneimer der ersten Periode. Zu den ersten 
zehn Partialnennem gehören die folgenden Näherungswerte: 

^ S9^ J^ JL6£ 45^ 1070 1523 
T' 5 ' 16 ' 21 ' 58 ' 137 ' 195 ' 

5639 24079 29718 
722 ' 3083 ' 3805 * 
Man findet nun: 

8«_61.1«= + 3; 39«— 61.5«= — 4 

125«— 61. 16*== + 9; 164«— 61.21« = — 5 

453« — 61. 58« = + 5; 1070« — 61 . 137« = — 9 

1523« — 61 . 195« = + 4 ; 5639« — 61 . 722« = — 3 

24079« — 61 . 3083« = + 12 ; 29718«— 61 . 3805« = — 1. 

Hieraus folgt, dafs von den Gleichungen u« — 61 1« =: + €, 
wo € <^ 8 ist, nur diejenigen eine Lösung haben, bei denen 
die rechte Seite + 1, +3, +4, +5 heifst. Dagegen ist 
u« — 61 1« = + * niaht lösbar, wenn e gleich 2, 6 oder 7 
ist. Wenn man also eine Gleichung von der Form 

u«— Dt« = + fi 

zu lösen hat, so wird man immer T^D in einen Eettenbruch 
entwickeln, und durch Einsetzen der Näherungswerte der 
ersten Periode sieh überzeugen, ob die Gleichung lösbar ist. 
Zwar mttssen wir für die Zurückführung des Falls, wo 

€ > VT ist, auf den Fall, wo €<^Vt ist, hier übergehen. 
Doch soll noch gezeigt werden, wie die Lösung der all- 
gemeinen diophantischen Gleichung zweiten Grades in 
rationalen Zahlen auf die Lösung der verallgemeinerten 
Pellschen Gleichung zurückgeführt werden kann. 

Die allgemeine diophantische Gleichung zweiten Grades 
zwischen x und j lautet: 

ax« -f- b X y-|- ey« -f- dx -f- ey + f = 0. 

Man multipliziere mit 4 a und löse die entstandene 
Gleichung für 2ax als Unbekannte. Dann erhält man: 

2ax = — by — d + /(by + d)«— 4a(cy« + ey + f) 
oder: 
(2ax+by+d)«=y«(b«— 4ac)+2y(bd— 2ae)+(d«— 4af) 
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Man setze nun b^ — 4ac = D und mnltipliziere mit D. 
Dadurch erhält man: 

D(2ax + by + d)« = (Dy + bd — 2ae)« 

— [(bd— 2ae)« — D(d« — 4af)] 
oder: 

(Dy + bd — 2ae)« — D(2ax + by + d)« 

= (bd — 2ae)« — D(d* — 4af). 

Man erkennt also, dafs man die verallgemeinerte Feil- 
sche Gleichung erhält, wenn man 

Dy + bd — 2ae = u 

2ax + by + d = t 

(b d — 2 a e)« — D (d* — 4 af) = + je: 

setzt Hat man dann durch Kettenbruch-Entwickelung von 

VD die Unbekannten u und t bestimmt, so findet man y 
aus der ersten dieser drei Oleichungen, x dann aus der 
zweiten. Hierfür das folgende Beispiel: 

2x« + 10xy + 4y« — 16x — 39y + 32 = 0. 

Man bestimme zunächst D aus D = b* — 4a c. Man 
erhält: 

D = 10« — 4.2.4 = 68. 

Nun ist femer: 

b d — 2 a e = — 160 + 156 = — 4 
und: 

d« — 4 a f = 256 — 256 = 0. 

Daher wird +Eza: 

(—4)« — 68.0 = 16. 

Wir haben also: 

u« — 68 t« = 16. 

Um die Zahl auf der rechten Seite zu yermindem, 
setzen wir nun u=:4u', t = 2t'. Dadurch erhalten wir: 

u'« — 17t'«=l. 



Die Entwickelung von VT? in einen Eettenbruch er- 

giebt 4 Ganze und eine aus dem einen Partialnenner 8 be- 

4 
stehende Periode, so dafs der Näherungswert — zu — 1, 
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33 
dagegen der folgende Näherungswert -^ zu + 1 flihrt. 

Also ist: 

u' = 33; t' = 8 

daher: u = 132; t = 16. Daher ist: 

132 = D y + b d — 2 a e = 68 y — 160 + 156 
also: 

Nun findet man x aus 2ax-|-by-|-d = t oder: 

4x + 10y — 16 = 16 
oder: 

x = 3. 



Übungen. 

Löse die folgenden Feilschen Gleichungen durch 
Angabe des kleinsten Wertepaares: 

1) u«— 26t«=l; 2) u^— 27t2=l; 3) u^— 12t«=l; 
4) u« — 42 t^ = 1; 5) u^ - 88 t* = 1; 6) u« — 92 1* = 1. 

Löse die folgenden Gleichungen durch das 
kleinste Wertepaar: 

7) u« — 13t« = — 1; 8) u« — 41t2 = — 1; 
9) u« — 53t2 = — 1. 

Welches ist der kleinste Wert von t, der die 
folgenden Quadratwurzeln rational macht: 



10) 



/-■-^^ ") y^¥^-^ 1^) V^- 



72 ' ^^' r 13 5 ' ' ^ 13 

Bestimme durch Erheben in die zweite und 
dritte Potenz zwei neue Lösungen der folgenden 
Feilschen Gleichungen: 

13) u« — 77 t« = 1, die durch u = 351, t = 40 erfüllt 
wird; 

14) u^ — 54t«=l, die durch u = 485, t = 66 erfüllt 
wird; 

15) u« — 45t«=l, die durch u = 161, t = 24 erfllUt 
wird. 
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16) Die Gleichung u^ — 26 t® = — 1 wird erfüllt durch 
u = 5, t = l. Bestimme durch Quadrieren das kleinste 
Wertepaar, das die Gleichung u^ — 26 1^ = -f- 1 erfüllt. 

17) Die Gleichung u* — D t^ = 1 wird durch das 
kleinste Wertepaar u = u^, t = t^ erfüllt. Mit Hilfe des 
binomischen Lehrsatzes (§ 5) soll jedes andere Wertepaar 
durch Uj und t^ ausgedrückt werden. 

18) Bestimme durch Kettenbruch-Entwickelung das 
kleinste Wertepaar, das die Gleichung: a) u^ — 19t*= — 2, 
b) u^ — 19t2=: — 3 (abgesehen von u = 4, t = 1) erfüllt. 

19) Löse die diophantische Gleichung zweiten Grades: 

x^ + 7xy — 3y^ + y = _ 

durch Benutzung der Kettenbruch-Entwickelung von >^61. 



§18. Die pythagoräisehe Gleichung x^ = j^-\-z^. 

Wenn ein Dreieck ein rechtwinkliges ist und seine drei 
Seiten beziehungsweise x, y, z Mafseinheiten lang sind, so 
muss, wenn x die Hypotenusen-Zahl ist, nach dem Lehrsatz 
des Pythagoras: 

X* = y* -}- z^ 

sein. Darum nennt nian diese Gleichung die Pythagoräisehe 
diophantische Gleichung, falls man verlangt, das x, y, z 
ganze Zahlen sein sollen. Wir dürfen dabei voraussetzen, 
dafs y und z keinen gemeinsamen Teiler haben. Wäre 
nämlich t ihr gröfster gemeinsamer Teiler, so müfste y* -|- z^ 
durch t^ teilbar sein, also auch x^. Daher hätte auch x 
den Teiler t, und man könnte die Gleichung durch t^ beider- 
seits dividieren. Wir wollen daher nur solche Wert-Tripel 
von X, y, z finden, welche ursprünglich sind, d. h. keinen 
gemeinsamen Teiler haben. Multipliziert man ein ursprüng- 
liches Tripel mit jeder beliebigen ganzen Zahl, so erhält 
man ein abgeleitetes Tripel. Ehe wir zur Auffindung 
aller denkbaren ursprünglichen Tripel schreiten, schicken 
wir einige Sätze über Quadratzahlen voran. Da: 

(2 n)« = 4 . n^ 
ist, und 

. (2n + l)2 = 4(n2 + n) + l 






* * 






4 * 

» t 

* 
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ist, so hat jede Quadratzahl die Eigenschaft, bei der Teilung 
durch Vier, entweder den Best Null oder Eins zu lassen. Da 

n«+n = n(n + l) 

ist und eine von zwei aufeinander folgenden Zahlen gerade 
sein mufs, so mufs auch jede ungerade Quadratzahl die 
Eigenschaft haben, durch 8 dividiert, den Rest 1 zu lassen. 
Doch kommt es uns nur darauf an, einzusehen, dass jede 
Quadratzahl, bei der Teilung durch Vier, den Best oder 
1, nicht aber 2 oder 3, lassen mufs. Also kann die Summe 
zweier Quadratzahlen, bei der Teilung durch Vier, nur den 
Best 0, 1 oder 2, nicht aber 3 lassen. Da nun aber bei 
der pythagoräischen Gleichung y® -f" z* gleich einer Quadrat- 
zahl werden soll, so kann y^-j-z^ nur den Best oder 
1 lassen. Den Best läfst y^ -{- z^ nur, wenn y und z 
beide gerade sind. Dies ist aber bei der Auffindung der 
ursprünglichen Tripel ausgeschlossen, weil zwei gerade Zahlen 
den gemeinsamen Teiler 2 haben. Also mufs y^ -\- z^ bei 
der Teilung durch Vier den Best Eins lassen, d. h., die eine 
der beiden Eathetenzahlen mufs gerade, die andere un- 
gerade sein. Es sei z die gerade Eathetenzahl, y die un- 
gerade. Hiemach muss die Hypotenusenzahl x eines ur- 
sprünglichen Tripels immer ungerade sein. Wir transponieren 
nun die ungerade Kathetenzahl, zerlegen x* — y* in (x -f- y) 
mal (x — y), dividieren durch 2 mal 2 und erhalten: 

x + y X — y ^/z Y 
2 2 V2/ 

X ~T~ V X '"^~" V z 

Hierbei müssen nun — J-^, — ^^-^ und -^ ganze Zahlen 

sein. Ehe wir in der Analyse der pythagoräischen Gleichung 
fortfahren, beweisen wir den folgenden Satz: 

Wenn zwei Zahlen keinen gemeinsamen Teiler 
haben, und ihr Produkt eine Quadratzahl ist, so 
mufs jede der beiden Zahlen selbst eine Quadrat- 
zahl sein. 

Jede Zahl ist nämlich das Produkt- von Potenzen von 
Primzahlen. Darum mufs eine Quadratzahl jede Primzahl 
gar nicht oder eine gerade Anzahl mal als Faktor enthalten. 
Wenn zweitens zwei Zahlen keinen gemeinsamen Teiler 
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haben, so kann eine Primzahl nicht in beiden Zahlen als 
Faktor stecken. Wenn daher das Produkt zweier solcher 
Zahlen eine Qnadratzahl ist, so muss jede Primzahl in jeder 
dieser Zahlen entweder gar nicht oder eine gerade Anzahl 
mal stecken. Also mnfs jede dieser Zahlen als Quadrat 
einer anderen Zahl dargestellt werden kOunen, womit unser 
Satz als richtig erkannt ist. 

Wenden wir diesen Satz auf die obige Gleichung an, so 

X — J— y X V 

erhalten wir, dafs — ~-=^ und — ^-^ beide Quadratzahlen 

sein müssen. Wir nennen dieselben y^ und w*, so daCs wir 
haben: 

x + y 



2 



= v^ 



= w 



2 



woraus durch Addition, Subtraktion und Multiplikation folgt: 

X == v^ -f- w* 

y = y« ^« 

z = 2vw. 

Hiermit ist die pythagoräische Gleichung gelöst Damit 
nun X, y, z auch positiv und ohne gemeinsamen Teiler er- 
scheinen, müssen y und w die folgenden drei Bedingungen 
erfüllen, erstens, es mufs v >> w sein, zweitens, v und w 
dürfen keinen gemeinsamen Teiler haben, drittens y und w 
dürfen nicht beide ungerade sein. Hiemach erhält man alle 
denkbaren ursprünglichen Tripel aus der folgenden Tabelle, 
die beliebig weit fortgesetzt werden kann: 



V 


2 
1 


3 
2 


4 
1 


4 
3 


5 

2 


5 

4 


6 
1 


6 
5 


7 
2 




w 




X — 


5 


13 

5 

12 


17 
15 

8 


25 

7 
24 


29 
21 
20 


41 
9 
40 


37 
35 
12 


61 
11 
60 


53 
45 
28 




y — 


3 

4 




z — 





Sehabert, Niedere Anelysie. 
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Unsere Ableitongsmethode giebt nns auch die Sicher- 
heit, dafs aafser den auf dem angegebenen Wege geAindenen 
Tripeln keine weiteren ursprünglichen Tripel existieren 
können, die auch die Gleichung 

x« = y« + z« 
erfüllte«!. 

Alle abgeleiteten Tripel erhält man, wenn man jedes 
beliebige ursprüngliche Tripel mit jeder beliebigen ganzen 
Zahl multipliziert. Wünscht man nur rationale Zahlen, 
welche die pythagoräische Gleichung erfüllen, so hat man 
jedes ganzzahlige Tripel mit jeder rationalen Zahl zu multi- 
plizieren. 

Die rationalen Tripel, welche die pythagoräische 
Gleichung erfüllen, kann man auch benutzen, um in be- 
liebiger Menge rationale he ronische Tripel zu erhalten. 
Hero von Alexandrien hat nämlich zuerst gelehrt, wie man 
aus den drei Seiten eines Dreiecks dessen Inhalt berechnen 
kann. In der Theorie der diophantischen Gleichungen nennt 
man deshalb heronisch drei Zahlen, die, als Mafszahlen der 
drei Seiten eines Dreiecks aufgefafst, bewirken, dafs auch 
der Inhalt eine rationale Zahl wird. Es läfst sich nun zu- 
nächst erkennen, dafs ein solches heronisches Dreieck mit 
rationalen Zahlen als Seiten und einer rationalen Zahl als 
Inhalt, durch jede Höhe in zwei rechtwinklige Dreiecke 
zerlegt wird, von denen jedes Seiten hat, die durch rationale 
Zahlen ausgedrückt werden können. Denn wegen der Formel: 

a« = b^4-c^4:2bq, 

wo q die Projektion der Seite c auf die Seite b ist, mufs, 
wenn a, b, c rational sind, auch q rational sein, und wegen 
der Formel: 

^ a.h 

wo J den Inhalt, h die Höhe bedeutet, mufs auch jede Höhe 
eines solchen Dreiecks rational werden. Man hat daher, 
um immer zwei heronische Dreiecke zu erhalten, nur zwei 
pythagoräische Dreiecke additiv und subtraktiv zusammen- 
zusetzen, wobei man nur durch passende Multiplikation da- 
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für zu sorgen hat, dafs in beiden Dreiecken eine und die- 
selbe Zahl als Kathetenzahl erscheint, damit die zugehörige 
Kathete Höhe des heronischen Dreiecks werde. Wenn man 
z. B. das pythagoräische Tripel 5, 3, 4 mit dem Tripel 
13, 5, 12 zusammensetzen will, so leitet man aus 5, 3, 4 
durch Multiplikation mit 3 das Tripel 15, 9, 12 ab. Da 
nun 12 den Tripeln 13, 5, 12 und 15, 9, 12 gemeinsam ist, 
so erhält man die beiden Hypotenusenzahlen 13, 15 als 
zwei Seiten des heronischen Dreiecks, während dessen dritte 
Seite 9 4-5 oder 9 — 4 ist. Also sind 13, 14, 15 ebenso 
wie 13, 5, 12 heronische Tripel. Aus 



=/ 



a-j-h + c b-j-c — a c + a — b a-|-b 



folgt für das erste Tripel J = 84, für das zweite J = 30. 

Hat man keine ganzen, sondern nur rationale Zahlen für 

die Seiten eines heronischen Dreiecks erhalten, so kann 

man durch passende Multiplikation, ein ganzzahliges Tripel 

daraus ableiten. Will man z. B. die pythagoräischen Tripel 

13, 5, 12 und 17, 15, 8 zusammensetzen und sollen die 5 

und die 15 entsprechenden Katheten zur gemeinsamen Höhe 

17 8 

werden, so setze man -^, 5, -5- statt 17, 15, 8. Dann 



erhält man 



13, ~ undl2 + |- 



als Seiten des heronischen Dreiecks, woraus man durch 
Multiplikation mit 3 die ganzzahligen Tripel: 

39, 17, 44 und 39, 17, 28 

erhält Für den Inhalt erhält man 330 beziehungsweise 210. 



Übungen. 

1) Warum mufs die Summe zweier ungerader Quadrat- 
zahlen von der Form 8n-f-2 sein? 

2) Zerlege die Zahlen a) 36 ; b) 441 ; c) 4356 in zwei 
Faktoren ohne gemeinsamen Teiler. 

11* 






■s 
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3) Setze die Tabelle der pjthagoräischen Zahlen soweit 
fort, dafs die Hypotenusen-Zahl 125 wird. 

4) Warum mufs die Hypotenusen-Zahl von der Form 
4n-f- 1 sein? 

5) Warum mufs die gerade Eathetenzahl durch 4 teil- 
bar sein? 

6) Warum mufs für ein ursprüngliches Tripel pytha- 
goräischer Zahlen a) die Summe der Hypotenusen-Zahl und 
der geraden Eathetenzahl eine Quadratzahl sein? b) Warum 
auch ihre Differenz? 

7) Warum mufs das Produkt der in 6 a) und 6 b) er- 
wähnten Quadratzahlen das Quadrat der ungeraden Eatheten- 
zahl sein? 

Bestimme ein abgeleitetes pythagoräisches 
Tripel, bei dem Hypotenusen-Zahl wird: 

8) 50; 9) 159; 10) 455. 

Bestimme ein solches, bei dem Eatheten- 
zahl wird: 

11) 90; 12) 99; 13) 176; 14) 520. 



Setze zu einem heronischen Tripel jedes 
der folgende Paare von pythagoräischen Tripeln 
zusammen: 

15) 25, 15, 20 und 39, 15, 36 ; 

16) 250, 70, 240 und 37, 35, 12; 

17) 41, 9, 40 und 53, 45, 28. 

18) Warum müssen bei einem heronischen Dreieck auch 
die Höhen, der Radius des Umkreises und die Radien der 
Berührungskreise rational werden? 

19) Bilde aus dem heronischen Tripel 13, 14, 15 ein 
neues ganzzahliges Tripel, aus dem ganzzahlige Werte für 
die vier Berührungs-Radien folgen. 



*• •• • • 
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§ 19. Die Gleichung x« + y« + z« = u^ 

Wenn x, j, z die Kanten einer von sechs Rechtecken 
begrenzten Eiste sind und n ihre ränmiiche Diagonale ist, 
so besteht zwischen x, y, z, u die Gleichung 

x^ + y« + z* = n«, 

welche wir in ganzen Zahlen lösen wollen. Wegen der 
soeben erwähnten stereometrischen Anwendung sollen x, y, z 
die Eantenzahlen, n die Diagonalzahl heifsen. Wenn wir 
annehmen, dafs die Kantenzahlen keinen gemeinsamen Teiler 
haben sollen, so können nicht alle drei Kantenzahlen gerade 
sein, da sie sonst alle den Teiler 2 hätten. Sie können 
anch nicht alle nngerade sein, da sonst die Summe ihrer 
Quadrate bei der Teilung durch Vier den Rest 1 -f- 1 -)- 1 
= 3 liefse, also nach den Sätzen im Anfang von § 18 keine 
Quadratzahl u^ sein könnte. Wenn zwei Kantenzahlen gerade, 
eine ungerade wäre, so mtLfste die Summe ihrer Quadrate 
bei der Teilung durch Vier den Rest 2 lassen, könnte also 
nach denselben Sätzen wieder keine Quadratzahl u^ sein. 
Es bleibt also nur ttbrig, dafs zwei Kantenzahlen gerade, 
eine ungerade ist. Sei z die ungerade Kantenzahl. Dann 
erhalten wir aus unserer Gleichung zunächst: 

x^ 4-y^ = tt* — z* 

und daraus: 



(T)'+(iy=4^-i 



wo nun jede der Zahlen: 

X y VL-\-z u — z 



2' 2' 



> 



eine ganze Zahl sein mufs. Wir haben daher nur die 

U I 7 

Summe zweier Quadrate in zwei Faktoren — -~- und 

u — ~ z 

- zu zerlegen, aus denen dann durch Addition u, durch 



2 

Subtraktion z folgt. Da aber, wenn beide Faktoren ungerade 
oder beide gerade wären, u und z gerade statt ungerade 
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würden, so erhalten wir nur dann ein orsprüngliehes Wert- 
Quadrupel, wenn wir den einen Faktor gerade, den andern 
ungerade wählen. Da aber dann das Produkt gerade werden 

X y 

mufs, so darf von den beiden Zahlen -^ und --, deren 

Quadratsumme das Produkt ergiebt, nicht die eine gerade, 
die andere ungerade sein. Dieser Weisung folgend, er- 
halten wir alle gesuchten Wert -Quadrupel aus der 
folgenden Tabelle : 



X 

2 


1 


1 


2 


2 


1 


1 


. • • 


7 


... 


y 

2 


3 


3 


4 


4 


5 


5 


• . . 


5 


• » • 


2 


10 


5 


20 


5 


13 


26 


... 


37 


. • • 


n — z 


1 


2 


1 


4 


2 


1 


... 


2 




2 


. . • 



Hieraus erhält man beziehungsweise: 



x = 

y = 

u = 
z = 



2 


2 


4 


4 


2 


2 


. • ■ 


14 


6 


6 


8 


8 


10 


10 


... 


10 


11 


7 


21 


9 


15 


27 


... 


39 


9 


3 


19 


1 


11 


25 


... 


35 



In der That ist z. B. : 

14« + 10« + 35« = 196 + 100 + 1225 = 1521 = 39«. 



Übungen. 

1) Setze die Tabelle der Kistenzahlen soweit fort, bis 
die Diagonalzahl dreiziffiig wird. 

2) Bilde aus 3^ + 5^ = 17 . 2 richtige Kistenzahlen. 

3) Die von einer Ecke einer Kiste ausgehenden 
Kanten sind 10, 14, 35 Centimeter lang. Wie kann 
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man am leichtesten erkennen, dafs vTÖ*+l4^+35* 
rational wird? 

4) Wie kann man za einer als Diagonalenzahl vor- 
gelegten angeraden Zahl zagehörige Kantenzahlen finden, 
falls solche möglich sind? [41 = 40 + 1, 40 . 1 = 6* + 2«]. 

5) Warum ist die Zahl 5 als Diagonalenzahl an- 
möglich ? 



§ 20. Die Gleichung x* + y* = u* + z\ 

Wenn wieder der Fall ausgeschlossen wird, dafs alle 
vier Unbekannte einen gemeinsamen Teuer haben, so sind, 
wegen der in § 18 angestellten Erörterangen über Quadrat- 
zahlen, nur zwei Fälle bezüglich des Geradeseins und des 
Ungeradeseins der Unbekannten möglich, nämlich erstens, 
dafs alle vier Unbekannte ungerade sind, zweitens, dafs 
auf der rechten Seite, ebensowohl wie auf der linken Seite, 
eine gerade und eine ungerade Quadratzahl addiert werden. 
Diese beiden Fälle wollen wir unten getrennt behandeln. 
In beiden Fällen sei x die grösste der Unbekannten, dann 
mufs 7 die kleinste sein. Wir erhalten aus der gegebenen 
Oleichung durch Transponieren: 

X* — z* = u* — y*, 

woraus wir schliessen: 

x-|-z X — z u-j-y u — y 



Bei dieser Gleichung ist im ersten Falle jeder der vier 
Faktoren eine ganze Zahl. Es erscheint also in dieser 
Gleichung eine und dieselbe Zahl g in zwei Faktoren zer- 
legt, und zwar auf doppelte Weise, wenn wir von trivialen 
Fällen x = z und y = u, sowie x = u, z = y absehen. Nun 

.. , x-fz , X — z x-|-z X — z tt-f-y 

xstaberx = ^+-2-,z = -:r _^,a = _XL£ 

-| jr^ sowie y = — Ir-- 5-^. Damit also x, y, z, u 

alle ungerade werden, mufs die doppelte Zerlegung der Zahl g 
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in zwei Faktoren 80 geschehen, dass der eine Faktor gerade^ 

der andere ungerade ist Femer mnfs daftlr gesorgt werden^ 

dafs y den kleinsten Wert erhält, was dadurch erreicht wird, 

n -\- y n — v 

dafs wir mit — ^-^ nnd mit — ~- die beiden Faktoren 

bezeichnen, deren Unterschied kleiner ist, als der Unterschied 

X I Z X ~~~ z 

der beiden Faktoren —3— und — ^ — der anderen Zer- 

legung. Wir erhalten hiemach die sämtlichen ursprünglichen 
Wert-Quadmpel im ersten Falle aus der folgenden Tabelle. 

Alle vier Unbekannte ungerade. 



g 


6 


10 


12 


14 


18 


18 


18 


20 


22 


24 




x + z 
2 


6 


10 
1 
5 
2 


12 
1 

4 
3 


14 
1 

7 
2 


18 
1 

9 

2 


18 
1 
6 
3 


9 
2 
6 
3 


20 
1 
5 
4 


22 
1 

11 
2 


24 
1 

8 
3 




X — z 


1 
3 
2 




2 




o + y 

2 




n y 
2 




X 


7 
1 
5 
5 


11 


13 


15 
5 

13 
9 


19 
7 

17 
11 


19 
3 
17 
9 


11 

3 

7 
9 


21 
1 

19 
9 


23 


25 




y 


3 


1 


9 

21 
13 


5 

23 
11 




z 


9 


11 




a 


7 


7 





Im zweiten Falle, wo eine Zerlegung der Zahl g in 
zwei gerade Faktoren mit einer Zerlegung in einen geraden 
nnd einen ungeraden Faktor zosammenznfiussen ist, erhält 
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man alle möglichen Wert-Qnadmpel aus der folgenden 
Tabelle: 

Zwei Unbekannte gerade, zwei angerade. 



s 


8 


12 


12 


16 


20 


20 


24 


24 


24 


24 


x + z 
2 


8 


12 


6 


16 


20 


10 


24 


24 


12 


8 



X — z 


1 


1 


2 


1 


1 


2 


1 


1 


2 


3 


2 


2 


4 


6 


4 


8 


10 


5 


12 


6 


8 


6 



u y 
2 


2 


2 


3 


2 


2 


4 


2 


4 


3 


4 


X 


9 


13 


8 


17 


21 


12 


25 


25 


14 


11 



2 


4 


1 


6 


8 


1 


10 


2 


5 


2 


7 


11 


4 


15 


19 


8 


23 


23 


10 


5 



u 



6 


8 


7 


10 


12 


9 


14 


10 


11 


10 



Bei dieser Tabelle ist natürlich vorausgesetzt, dafs 
entweder x und z oder j und u die beiden ungeraden 
Unbekannten sind. 



Von der oben bewerkstelligten Lösung der diophan- 
tischen Gleichung 

X* 4" y* = ^* + z 

kann man eine interessante geometrische Anwendung machen, 
nämlich auf das Problem, vier ganze Zahlen zu finden, 
welche Mafszahlen der Seiten und Diagonalen eines Parallele- 
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gramms sein können. Sind b and c die beiden yer- 
schiedenen Seiten eines Parallelogramms, e und f seine 
Diagonalen, so gilt bekanntlich die Relation: 

e2 + f2 = 2b2 + 2c«. 

Aufserdem aber mufs jede der Diagonalen e und f 
gröfser als die Differenz, aber kleiner als die Summe der 
Seiten b und c sein. Wenn man deshalb 

b = x + y, c = x — y, e = 2u, f=2x 

setzt, so erhält man erstens, dafs die Relation e^ -|- f^= 2 b* 
-f- 2 c* erfüllt wird, wenn x, y, u, z Werte der obigen 
Tabellen sind, zweitens aber auch, dafs die soeben erwähnte 
Üngleichheits-Bedingung erfüllt wird, weil x die gröfste, 
y die kleinste der vier Zahlen x, y, u, z sein sollte. Wir 
erhalten also beispielsweise aus den ersten vier Lösungen 
der zweiten Tabelle: 



b 


11 


17 


9 


23 


c 


7 


9 


7 


11 


e 


14 


22 


8 


30 


f 


12 


16 


14 


20 



Aus der ersten der beiden obigen Tabellen kann man 
auch richtige Parallelogramm-Quadrupel erhalten, nur mufs 
man, da alle vier Werte durch dieselben Substitutionen 
gerade werden, jeden der vier Zahlenwerte noch halbieren. 
So folgt aus der ersten Lösung der ersten Tabelle: 



b = — 1-^=4, c = - 



= 3, e = 5, f = 5. 



Man beachte, dafs für e = f , d, h. z = u die Lösungen 
der in § 18 behandelten pythagoräischen Gleichung sich 
ergeben. 

Femer beachte man, dafs die soeben gefundenen 
Parallelogramm-Quadrupel auch die Aufgabe lösen, vier 
Zahlen zu finden, die Mafszahlen der drei Seiten eines 
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Dreiecks und einer Transversale (Yerbindimgsgerade einer 
Ecke mit dem Halbierangspnnkt ihrer Gegenseite) sein 
können. Sind a, b, c die drei Seiten, t die a halbierende 
Transversale, so erhält man aas den vier Lösungen der 
Parallelogramm- Aufgabe : 



b 


11 


17 


9 


23 


c 


7 


9 


7 


11 


a 


14 


22 


8 


30 


t 


6 


8 


7 


10 



Natttrlich kann man auch f=a, t = -^ setzen. Dann 
erhält man: ^ 



b 


11 


17 


9 


23 


c 


7 


9 


7 


11 


a 


12 


16 


14 


20 


t 


7 


11 


4 


15 



Übungen: 

1) Setze die Tabelle der ungeraden Wert-Quadrupel bis 
zu denjenigen fort, die aus der Zerlegung von g=40 folgen. 

2) Einen Teil der möglichen Wert-Quadrupel erhält 
man dadurch, dafs man in x = 2e-|"l, y = e — 2, 
z:=2e — 1, u = e-|-2 ftlr e jede ungerade Zahl > 1 
einsetzt. Inwiefern folgt diese Lösung auch aus der von 
uns besprochenen allgemeineren Lösungsart für ungerade 
Wert-Quadrupel ? 

3) Setze die zweite Tabelle bis g = 40 fort. 

4) Leite aus g = (2 e) (2 f ) = 4 . (e f ) ab, dafs die 
Gleichung x« + y« = u« + z« erfüllt wird, x=2e + 2f, 
y = ef — 4, z = 2e — 2f, u = ef-|-4 gesetzt wird. 
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5) Bestimme ans den beiden Tabellen je sechs weitere 
Wert-Qaadrapel, welche Mafszahlen der Seiten und Diagonalen 
eines Parallelogramms sein können. 

6) Wie mnfs ein Lehrer die Zahlenwerte für die drei 
Seiten eines Dreiecks wählen, damit die Schtller die Freude 
haben, dafs der Zahlenwert für die Schwerpunkts-Transversale 
t rational wird? 

7) Beweise, dafs, wenn p und q beide ungerade oder 
beide gerade sind, man ein Dreieck mit ganzzahligen Seiten 
und einer ganzzahligen Transversale erhält, wenn man 

setzt, wo V Teiler von pq sein mnfs. 

8) Wenn man eine Zahl g auf doppelte Weise in zwei 
Faktoren g = p q und g = v w zerlegt, und dann v -)- w 
= p — q oder p -[- q = v — w ist, wo p>q, v>w ist, so 
mnfs das Dreieck, das sich daraus nach Mafsgabe der obigen 
Tabellen ergiebt, rechtwinklig werden. Warum? 

9) Bestimme aus der Zerlegung 36=2.18=9.4=1.36 
für ein Dreieck ganzzahlige Wert-Tripel fttr die drei Seiten 
a, b, c und die Transversale t. 



Ansgewfthlte Besnltate. 



Zu Absohnitt I. 
Zu i 1. 

3)5040; 4) n(n— l)(n— 2); 8)90; 9)280; 10)83160; 
11) d» ftlnfte; 12) der ftln&ehnte; 13) bismarok; 
14) Attentat; 15) 32 Ziffern. 

Zu S 2. 

3) 24; 4) 60; 6) 216; 7) 32; 8) 16; 9) bei 9 Dingen; 
10) zai sechsten Klasse; 11) bei vier Dingen. 

Zn § 3. 

2) 70; 3) 66; 4) 220; 5) auf 70 Arten; 6) auf 1680 
Arten; 7) 2753 Billionen 294408 Millionen and 204640; 
8) 53 644 Qaadrillionen und 737 765 Trillionen nnd 488 792 
Billionen und 839 237 MiUionen nnd 440000; 13) 5040; 
14) 1680; 15) 1680; 16) bei 7 Dingen; 18) 120. 

Zn§ 4. 

2) 84 ; 3) 10,; 4) 12,; 5) 100»; 6) 8.; 7) 13,; 8) 11, 
9)(a+l)._,; 10)llg=llg; ll)(a+b+l).+i=(a+b+l)b 
12)10,-64; 13)14,-9,; 14) (b+l).+i-a.+,; 15)14,-10, 

16) (a+b-j-l).-»+i— a«-iii+i = (a+b + l)i,+,— a._i 

17) 210; 18) 5050; 19) 500500; 20) 494550; 21) 184950 
22) 49'495500; 23) 9455; 24) 328350; 25) 328065 

2Q) i-[b(b + l)(2b + l)-(a-l)a(2a-l)]; 
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27) 6084; 28) 42075; 29) ^ [b« (b + 1)* — (a — 1)« a«] ; 

^ 5 ^ 2 ^ 3 30 ' ^ 6 ^ 2 ^ 12 12 

42) lOo + lOj + . . . + 10, = 968; 43) 968; 
44) 11„ + 11, + . . . 11, = 1486; 45) 386. 

Zu § 5. 

45) 2a» + 20a*b« + lOab*; 46) 8a*b + 8ab»; 
47) 12x» + 20x« + 12x; 48) 3a« + 9a + 7; 

49) — X« — 5x» — 9x* — 5x» + 4x«4-6x + 2; 

50) 2a« — 30a*b« + 30a«b* — 2b«; 

51) 2a*4-56a*b + 140a«b* + 56ab« + 2b*; 

52) 529 — 136/15"; 53) 33137 + 16272/2; 

54) 239 + 169 /2 ; 55) 1 + 0,6 + 0,15 + 0,020 -|- . . . ; 

56) 1 — 0,5 + 0,10 — 0,010 4- 0,0005 — 0,00001 ; 

57) 1 — 0,06 + 0,0015 — ...; 

58) 1 + 0,30 + 0,0435 + 0,004060 + . . . ; 

59) 1 — 0,2 + 0,018 — 0,00096 + . . . 

Zu § 6. 

1) 12600; 21) auf 330 Arten; 24) 330; 25) 364; 
26) 969. 

Zn § 7. 

8) 85; 9) 529; 10) 740; 11) 166 650; 12) 4790 

13) 80; 14) 276; 17) 2, 13, 64, 209, 526; 19) 14^- 

1 ^ 

28) 55 ; 29) -^ n (n + 1) (n + 2) ; 30) 55 Kreise 

34) 680 Kugeln; 36) 385 Kugeln; 38) 4970 Kugeln 
89) 29605 Kageln. 



Zn AbBchnitt II, § 8. 175 

Zu AbBohnitt IL 
Zu § 8. 



10) 4-; 19) 4-; 20) ^; 21) ^; 22) ^ 



22 ' ' 11 ' ' 22 ' ^ 620 ' ' 155 

23^ ^^ • 24^ ^^^ • 25^ *^ • 2m ^^^ • 27^ ^ 
^^J Tcr> ^*) -«OTT» -^^^ Ttr> ^"^ -«OTT) ^'> 



» 



155' ' 620' ' 155' ^ 620' ' 32' 

2«)W' 2^)W'^«)W' ^^)i' ^2)|' 

^^>4' 3«) ^5 37) A; 38) A; 39) i-; 

40) 1 Mark 40 Pfennige; 41) -J^; 42) -^; 43) A; 

ä ä^ 5 .^. 5 .... 5 ,_- 21 --.. 4655 
**> -9-' ^^) 18 ' ^^) ^2r' ^') 1596 ' *^) 6451224 ' 
>lo^ 693 _., 385 ,.,1463 _„ 3553 

49) tt^st; 50) -önö-; 51) -TTßö^; ^2) 



14384' ^ 899' ' 116 870' ' 116870' 

■IC\RKQ 

53) VL.Z ; 54) 1, 2 mal; 55) 22,6 mal; 56) 76,2 mal; 

26 
57) 1,2 mal; 58) 3,2 mal; 59)^; 60) 56,7 Prozent; 

„, 923 „, 1 ... 469 „,, 27 ^-- 9 
62) -n^sr; 63) -^; 64) -5^; 65) -^r^; 66) 



4095 ' ' 50 ' ^ 612 ' '' 100 ' ^ 100 ' 
^^)§5 68) 4; 69) |; 70) |; 71) |; 72) i|-; 

1 1 17 7 ^ \9,^ 

73) ^; 74) ^; 75) ^; 76) -^; 77) 3^ ; 78) ^^gg ; 

'^)W'««)S'«^)4I^'«^)1^^™«' 

90)^; 91)^; 92) |; 93) -i|||-; 95) 2 Mark | 

80 Hennige; 96) -^1-. 
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Zu § 9. 

1) 69 Pfennige; 2) der erste Spieler mnfs 3 Mark 
94 Pfennige, der zweite 2 Mark 6 Pfennig erhalten; 

5) wa = -|i|-, Wb = 4^; 7) 20 Mark zu 60 Mark zu 
190 Mark. 



Zu § 10. 

1) -11-; 2) y, y und y; 3) -^; i) ^; 6) -g- 
7) 4; 8)§;9a)-^;9b)^; Ha) f ; 

11^) W' 12) |; 13)^; 14)1' i^)f' 

1^) lüöT' 1^*) |5 17b) 4-; 18a) |L 18b) § 



Zu 9 u. 



^. 6 „ 16 „ 55 _. 512 1 26 

1^ T' '^^ 43 ' ''^ 61' ^^ :539"' ^^ T' ^^ 49 ' 

-, 275 ., 3 313 62 

8)-7öß-; 9) am -^ — 



486 '"''-" 5 625 625 ' 



Zu Absohnitt m. 
Zn § 12. 

4) 2+^; 5) ^ ; 6) ^ 



1 ' ' 1 

1+^ 1+- 



1+i 7+i- 



Zn Absohnitt ni, § 12. 177 

7)2+1-^ ; 8)4+L_^ ; 

1+^ 1+— 1 

9)^; 10)3+^— ; 11)12+^; 

« + 3 ' + --1 3+I3 

16+11- 

12)^^ — ,-; 13) -2 + ^ 



1' -"; - I 1 

62 + 1 i_|_^ 



'l+i 



1+^ 



14) 4 +^ ; 15) ^ ; 16) ^-^ 
1 + ^ 6+^ 1 + 



1+A 1 + 4 2 + ^ 



^ '3 '9+1 



^+1 



17) 2 + i 



1+- 



3+i 



5 + i-~, 
3 + i 



^+^ 



18) ^— i- ; 19) ^—^ ; 20) ^ 



1 + f 1+^ ^ + 



a ' a + 4 , 1 

^ c+- 



' e 
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25) 2^; 26) -^; 27) -^; 28) 11^; 29) 



10' '' 11' ' 103 ' '' 63' ^ 557 ' 
83) U ; 34) i-; 35) |i; 36) |-; 37) -|-; 39) |- und 

13.,o)4J;43)4i; 44) 113Ä; 45) 1««1 



21 ' ' 79 ' ^ 51 ' ^ 17 ' ' 1691 ' 
46) 865^; 47) 7y; 48) ^. 

Zu § 13. 

— V^^ ^ 

1) /2 — 1; 2) 2 + /3; 3) ^ ; 4) VIÖ; 

5) Vä: 6)4V10; 7) J%li 8, '^- " , 
9) '-'^,10)/58, U) •'^"^-" 



2 ' ' ■ ' ' < 



^2) ^^^^lär^; 13) 1 + 1/23; 14) (S,..); 

15)6 + (2,..); 16) l + (2,8,..); 17) 1 + (4; 2,6,..); 

18) (12 ; 3, 1, . .) ; 19) 7 + (3, 1, 1, 3, 14, . .); 

20) 4 + (1, 3, 1, 8, . ; 21) 5 + (5, 10, . .); 

22) 5 + (1, 1, 3, 5, 8, 1, 1, 10) ; 23) (4, . .); 24) 1 + (7, . .); 

25) 10 + (1, 8, 1 8 . .); 26) (8, 1, . .) ; 27) (5, 6, . .) ; 

81)f;82)g;33)^;34)A; 

35) — 0,0138 ; + 0,0008 ; — 0,0001 ; 

55 . 169 

36) "stt; 37) 



89' ' 70 



Zu 9 14. 



l)y = 3; 2)y = 10; 8)y = 8; 4) y = -^; 

5) y = |; 6) y=3^; 7) jyZg}; 8) [iZu]-, 



(x=19i 



Zu Abechnitt m, § 15. 



x = 5 
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15) 



i3){y=Z2}; 1*) 

i = _63 1 



i;:i;h 



16) 



h 



I 



x = 36 

y=48f; 17)jy = +70f; 

18a) 17; 18b) 9; 19a) 203; 19b) 5; 20a) 1; 20b) 207; 
25) a = 7, b = 6, c = 103; 

x = 3 

y 

x=10 

y 



27) 



|y=3f5 



««) |y= 



x = 5 
10 



> • 



28) 



31) 



= 10. 
= 40f' 



29) 



32) 



I 



=^l^ 



33) 



35) 



37) 



89) 



|x=10 4-20m 
|y = 20 — 47m 

10 + 47in 
97m 



jx=10 + 
|y = 30- 

j X = 5 + 20m \ 
jy=5 + 23m|5 

X = 10 + 203m 



34) 



36) 



38) 



1^: 



5 + 93m 



l> 



x = 2 

y 

x = 5 + 17m 
y=6 — 20m 

x = 9 + llm 
y= 15 — 5m 

x=l + 9m 
y = 12 — 7m 

x = 40 + 48m 
y=5 — 79m 



; 



]■' 



47) Die Zahlen 11 und 4; 



48) 100 = 56 + 44; 53) die Zahl 60; 54a) die Zahl 100; 

54 b) die Zahl 366; 56) die Zahl 100; 

57) 200 = 100 + 100 ; 58) 9, 22, 35, 48, . . .; 

59) 2 Zwanzigmark-Stücke und 19 Dreimark-Sttteke ; 

60) 7 Maschen Moselwein und 3 Flaschen Bheinwein; 

61) 12 Herren und 11 Damen; 62) fttnf Lösungen, von 
denen eine heifst: 66 Fahrgäste dritter Klasse, 10 zweiter 
Klasse. 



Zu f 15. 



1) 



x = l — 26a 

y=2 + 7a 
z = 3— 3a 





X — 1 




[x— 2| 


und 


y 2 


; 2) 


y 5 




z — 3 




z — 3 

k < 



12* 
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3) 




6) y= 



7) 



z 

y 



4 jx=l 

= 5 ; 8) y = 3^; 10) 
6 z = 9 



Zl' 



I;: 



Z = 



a 



11) 



X 

y 

z 

a 



7 
8 
4 
11 



12) 



1 
= 2 
= 3 

= 4 
= 5 



1 = 

y= 

z 

t 



13) 



11 
10 
2 
3 

X 

y 

z 

t 

n 



= 1 
= 1 
= 4 
= 1 
= 1 



14) 12 Männer, 7 Frauen, 20 Kinder; 15) erster Klasse 
4 Mark, zweiter Klasse 3 Mark, dritter Klasse 2 Mark; 

16) entweder 3 Flaschen Champagner, 8 Flaschen Rhein- 
wein and 12 Flaschen Eotwein, oder 2 Flaschen Cham- 
pagner, 19 Flafichen Rheinwein and 2 Flaschen Botwein; 

17) 33m + 12; 19) die Zahl Hundert; 21) die Zahl 
Tausend; 22) 197 Mann; 23) um 8 Uhr; 24) 511 Schüler; 
25) 2514; 26) 10920 m + 9000. 



1) 




3 
2 
1 



Zn f 10. 



2) keine positir-ganzzahlige Lösung; 



7) 1 Person zeichnete 10 Mark, 3 zeichneten 7 Mark und 
1 Person 3 Mark ; 8) 10 + 18 + 72 oder 25 + 27 + 48 

oder 40 + 36 + 24; 9) -^ + y + ^; 10) die Zahl 

112 oder 211 ; 15) 11 Männer, 7 Frauen, 6 junge Mäd- 
chen, 9 Kinder ; 16) entweder 1 Gans, 4 Enten, 2 Hühner, 
Ijj^Taahe, oder 2 Gänse, 1 Ente, 2 Hühner und 3 Tauben; 
17)1902; 18) x=l, y = l, z = l, u = 2; 19)x=l, 
y = 2, z = l, a = 2. 



Za Abschnitt HI, §§ 16—18. 181 

Zu § 17. 

1) u = 51,t=10; 2) n = 26,t = 5; 3) ii=7,t = 2; 
4) u = 13, t = 2; 5) n = 197, t = 21; 6) n = 1151, 
t=120; 7)u = 18,t = 5; 8)n = 32,t = 5; 9)ii = 182, 
t = 25; 10) u=17; 11) n = 129; 12) u = 18; 
18a) u=13, t = 3; 18b) n = 61, t = U; 19)x = 10, 
y = 25. 

Zu § 18. 

8) 50,30,40; 9) 159,135,84; 10) 455,231,392 
(aofserdem welches mit der Eathetenzahl 175?) 17) 205, 
53, 228. 

Zn § 19. 

2) 6, 10, 15, 19 ; 3) darum, dafs die beiden Teiler von 
6«-f7*=74 die DiflFerenz 35 haben. 

Zu § 20. 

2) Dadurch, dafs g = 2e = 2e.l = e.2 gesetzt wird, 
wo e ungerade ist; 9) a = 26, b = 25, c = 15, t = 16 
and a = 70, b = 53, c = 21, t = 20, u. s. w. 



Kleine mathematische Bibliothek 

aus der „Sammlung GtöBohen**. 
Jedes Bändchen elegant gebiinden 80 Pfennig. 



Ebene Geometrie mit iii zweifarbigen Figuren von Prof G^ 

Mahler. No. 41. 

Arithmetik und Algebra von Professor Dr. Hermann 

Schubert. No. 47. 

Beispiel-Sammlung zur Arithmetik und Algebra von Profi 

Dr. Herm. Schubert. No. 48. 

Formelsammlung und Bepetitorium der Mathematik mit 

18 Fig. von Prof. Bürklen. No. 51. 

ITiedere Analysis mit 6 Figuren von Dr. Benedikt Sporen 

No. 53. 
Geometrisches Zeichnen mit 282 Figuren von Architekt 

H. Becker. No. 58. 

Analytische Geometrie der Ebene mit 45 Figuren von Prof. 

Dr. M. Simon. No. 65. 

Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung mit 57 

Figuren von Dr. K. Doehlemann. No. 72. 

Vierstellige Logarithmen von Professor Dr. Hermann Schubert. 

In zweifarbigem Druck. No. 81. 

Höhere Analysis I: Differentialrechnung mit 6S Figuren 

von Prof Dr. Friedr. Junker. No. 87. 

Höhere Analysis II: Integralrechnung mit 89 Figuren von 

Prof Dr. Friedr. Junker. No. SS, 

Analytische Geometrie des Baumes mit 28 Abbildungen von 

Prof Dr. M. Simon. No. 89. 

Astronomische Geographie von Prof Dr. Siegm. Günüier. 

Mit vielen Figuren. No. 92. 

Stereometrie mit 44 Figuren von Dr. Glaser. No. 97. 

Trigonometrie mit 69 ein- und zweifarbigen Figuren von Dr. 

Gerh. Hessenberg. No. 99. 
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Dem Umstand, dafs die Geometrie im Unterricht der 
oberen Klassen einer höheren Lehranstalt hinter der Arithmetik 
zurücktritt, sucht der Verfasser, dessen Arbeiten über die Geo- 
metrie der Lage rühmlichst bekannt sind, abzuhelfen, und zwar 
dadurch, dafs er diese Geometrie in den Schulunterricht ein- 
führen will. Er hat den Versuch bereits gemacht, und dieser 
ist, wie er im Vorwort sagt, von Erfolg begleitet gewesen. Das 
Buch zerfällt in fünf Paragraphen. Der erste handelt von den 
harmonischen Elementen. Die harmonischen Punkte werden als 
Diagonalpunkte eines vollständigen Vierecks und die zwei Punkte 
ihrer Verbindungslinie, die auf den Gegenseiten des dritten 
Diagonalpunktes liegen, definiert. Der zweite Paragraph bringt 
die projektive Verwandtschaft. Projektive Grundgebilde sind die 
Endglieder einer Kette von Perspektiven Gebilden. Das Doppel- 
verhältnis steht am Schlufs dieses Abschnittes, dem in § 3 und 4 
die Behandlung der Kegelschnitte als projektive Gebilde folgt. 
Der letzte Teil giebt Aufgaben und Lehrsätze. 



